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ПРЕДИСЛОВИЕ 


Проблемы современной гидродинамики связаны. преимущественно с движеннем 
тел в жидкости либо с течениями жидкостей в определенных стесненных усло- 
виях. Изучение различного ‘рода течений приводит к необходимости решать 
гидродинамические задачи. При этом. зачастую экспериментальные пути их ре- 
шения оказываются трудными, а теоретические методы не позволяют получить 
простые и. надежные формулы. В этих условиях успех достигается, как прави- 
ло, с помощью хорошего анализа общих физических свойств течений, прису- 
щих различным их классам и типам. : 

Большие скорости неизбежно порождают течения с разрывами сплошно- 
сти, ведут. к появлению свободных’ границ, и поверхностей. Теоретические по- 
строения и эксперимент показывают, что традиционный подход к гидродинами- 
ческим: задачам, основанный в этом` случае на-поисках непрерывных решений, 
не всегда приводит к цели. Этот разрыв с традицией в. инженерной практике 
проявляется в том, что форма хорошо обтекаемых тел по различным причинам 
становится в случае больших скоростей невыгодной. Переход. же к течениям с 
образованием „свободных поверхностей требует | новых методов’ расчетов, по ко- 
торым можно ‘получить более выгодный режим‘ обтекания, чем ‚при течениях 
без разрыва сплошности. Это ведет`к естественному использованию атрибута 
высокоскоростных движений --— свободных ` ` поверхностей, `Они неизбежно возни- 
кают при входе тел в жидкость, глиссировании тел по поверхности жидкости, 
обтекакии выступов, течениях с образованием кавитационных полостей. 
Образующиеся при этом свободные поверхности, течений‘ имеют свои законы 
движения, определяют основные характеристики течений. Знание законов 
цвижения свободных границ необходимо при построении моделей. конкретных 
практически важных течений, которые позволяют прогнозировать поведение этих 
течений при изменении тех или иных условий, 

Анализ физических особенностей даже весьма сложных пространственных 
течений, которые сопровождаются образованием свободных поверхностей, за- 
частую позволяет получить ‘простые оценки влияния основных факторов, . что 
облегчает построение приближенных расчетных формул и методик для процес- 
сов, не поддающихся «точным» расчетам. Этим, конечно, не ‘исчерпывается 
ценность хороших приближений, поэтому в данной работе они встречаются. не 
только применительно к теоретическим изысканиям, но и при анализе поста- 
новки и результатов экспериментальных исследований. 

Наиболее изученными кавитационными течениями являются осесимметрич- 
ные и плоские. Учитывая важность указанных течений для приложений, мы 


ы 
о 


кратко излагаем некоторые основные результаты в этих областях с уклоном 
к нестационарным течениям. В основе работы лежит построение простых ме- 
тодов, позволяющих определить форму свободных поверхностей с учетом дей- 
ствия ряда специфических особенностей, приближающих схематизированное тс- 
чение к реальному, 

В гл. 1 кратко излагается общая теорня и общие результаты, имеющие 
отношение ко всем течениям со свободными поверхностями, чаще всего ‘изве- 
стные утверждения, но применительно именно к таким течениям. 

Гл. 2 посвящена изложению результатов по осесимметричным кавитаци- 
онным течениям, полученным в основном с использованнем общих законов 
сохранения, Эти результаты тоже отличаются известной общностью, хотя и 
относятся к течениям идеальной жидкости. 

В гл. 3 с помощью основных соотношений гидродинамики тонкого тела в 
тесной связн с законамн сохранения результаты гл. 2 обобщаются на случай 
явного проявления действия поля силы тяжести, коллинеарного невозмущенной 
скорости течения. 

В гл. 4 методы теории тонкого тела применяются к расчету гидродинами- 
ческих характеристнк крыльев малого удлинения, движущихся вблизи жест- 
ких и подвижных криволинейных границ. Приводятся общие соотношения и 
рассмотрены некоторые вопросы методики численного решения задач о попе- 
речном обтекании сечения тела и расчета возмущений свободной поверхности. 

Гл. 5 и 6 посвящены возмущенным кавитационным течениям. В гл. 5 на 
основе соотношений гидродинамики тонкого тела и теории малых возмущений 
получена система нелинейных дифференциальных уравнений для определения 
возмущений. С помощью’ данной системы исследуются задачи этих двух глав. 
В гл. 5 рассматриваются кавитационные течения за эллиптическими кавитато- 
рами при наличии местных возмущений давления, а также каверны за высту- 
пом. В гл. 6 исследуются несимметричные кавитационные течения в весомой 
жидкости как за дисками, так и за кавитаторами эллиптической формы. 

В гл. 7 излагается итерационный метод теоретического расчета распреде- 
ления циркуляции вращательной скорости и кривизны свободной поверхности 
для течения вязкой жидкости в вихревой воронке, а также анализируются 
результаты изучения некоторых аспектов гидродинамического взаимодействия 
твердых плавающих тел с вихревыми воронками. Приводятся данные экспери- 
ментального исследования профиля вращательной скорости жидкости в нераз- 
витой вихревой воронке, полученные с помощью лазерного доплеровского из- 
мерителя скорости. 

Г, В. Логвиновичем написана гл. | и совместно с В. Н. Буйволом — гл. 2 
и 3; С. И. Путилиным — гл. 4, в гл. 5 В. Н. Буйволом и Ю.-Р. Шевчук — $1 
и 2, Ю. Ф. Журавлевым и Ю. Р. Шевчук —$ 3, С. И. Путилиным — $ 4; 
В. Н. Буйволом и Ю. Р. Шевчук — гл. 6; А. С. Дудко — гл. 7, 

Авторы выражают благодарность А. Н. Макаренковой, Л. М. Троценко и 
С. К. Гавриленко за большую помощь в оформлении рукописи. Они также 
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ПОТЕНЦИАЛЬНЫЕ ТЕЧЕНИЯ 
С0 СВОБОДНЫМИ ГРАНИЦАМИ 
Фа 


В данной главе рассматриваются некоторые общие свойства потен- 
циальных и вообще нестационарных течений идеальной жидкости с 
подвижными свободными границами. Следует иметь в виду, что в по- 
давляющем большинстве практических задач, связанных с движёнием 
тел на поверхности жидкости, свободные границы имеют сложную кри- 
волинейную форму и точное решение уравнения Лапласа практически 
неосуществимо. Поэтому всегда приходится идти на те или иные ра- 
циональные упрощения, выбор которых требует детального исследо- 
вания течения. 

Предполагается, что теория потенциальных течений известна, по- 
этому внимание акцентируется на тех особенностях, которые свой- 
ственны течениям со свободными границами. Особое внимание об- 
рашено на разъяснение некоторых особенностей в уравнениях гид- 
родвнамики и на составление физически наглядной картины течения. 


$ 1. ПОТЕНЦИАЛ СКОРОСТЕЙ И ФУНКЦИЯ ТОКА 


Математически потенциал скоростей ф определяется как функция 
координат х, у, 2 и времени #, градиент которой равен вектору скорос- 
= ъ 


ти у жидкости в этой точке пространства. Таким образом, и = стад ф 
или 


д 9 
о и, =. . (1.1) 

Из теории потенциала известно, что функция ф однозначна в одно- 
связном пространстве, не имеет ни максимума, ни минимума внутри 
жидкости, а потенциальное поле лишено вихрей и источников. 

Для несжимаемой жидкости тот факт, что в каждый элементарный 
объем пространства за любой интервал времени должно втекать столь- 
ко же жидкости, сколько из него вытекает, выражается уравнением 
непрерывности [75] 


> до 90 (1 
В х у 2. — 
Яо = МЕТ + бу + 5 0. 


Дтя потенциальных течений после подстановки в уравнение 
Фу о = 0 компонентов дф/дх, дф/ду, д4/дг получаем уравнение Лап- 


5 


ласа 
дф `‚ 6 5% 
, ди +820 и 


В подвижной системе координат уравнение Лапласа сохраняет 
тот же вид. - 

В каждой точке х, и, 2 скоростного поля д (х, у, 2, 1, для которой 
удовлетворяется уравнение Лапласа Дф == 0, отсутствуют источники 
и вихри. 

Иногда бывает удобно рассматривать условие непрерывности для 
некоторой конечной части пространства х, у, 2, заполненного жидко- 
стью и ограниченного замкнутой поверхностью Х. Эта поверхность 
может быть неподвижной или подвижной, свободной или твердой. 
Если абсолютные скорости перемещения поверхности » вдоль внут- 
ренней нормали к ней обозначить У„, а для абсолютных скоростей жид- 


ы 

кости оставить прежнее обозначение и, общее условие непрерывности 

выражает тот факт, что поток объема жидкости внутрь области Х 

должен быть равен скорости приращения объема самой области У. 
-» 


Если е, —единичный вектор внутренней нормали, то в единицу вре- 
мени через элемент поверхности 6% внутрь области Х втекает объем 


5 
(У, —е,9) 6%, тогда как скорость возрастания объема области Х бу- 
дет (|У„4Х. Интегрируя первое выражение по всей поверхности Х 
и приравнивая результат ко второму интегралу, получаем общее урав- 
нение непрерывности 


у =0, (1.3) 


В это уравнение не входит собственное движение границ области 
»Х. Важно иметь в виду, что общее уравнение непрерывности не ука- 
зывает на отсутствие вихрей и источников внутри области Х. Нали- 
чие внутри области Х замкнутого вихря или источника и стока равных 
интенсивностей, т. е. диполя, не нарушит условия (1.3). Поэтому те- 
чение, удовлетворяющее уравнению (1.3), может быть как потенци- 
альным, так и не потенциальным во всех или некоторых частях про- 
странства Х, тогда как течение, удовлетворяющее условию (1.2), в об- 
ласти Х потенциально во всех точках этой области. 

Функция тока ф выражает поток жидкости, протекающий в едини- 
цу времени через заданную поверхность. В плоском случае бф = 
= —0,ду и бф = оубх, следовательно, 


В 'осесимметричном случае, если Ох — ось симметрии, а г — рас- 
стояние от точки до этой оси, имеем бф = и,гбг. Приведем уравнениг 
Лапласа для ф и уравнение непрерывности для в случае осесиммет- 
ричного течения с осью симметрии х. Поскольку г — расстояние от 


6 


точки до оси симметрии х, эти ура- 
внения имеют вид 


"о Фр &= 0, (1.4) 


9х2 ' д? т 
2 194 1% 0 
02 ди ГЕ Са 





Функцию тока на свободных гра- 


ис. 1.1. С и к. - 
ницах следует понимать как поток, Е СеМа ИаНАЙ тока: ПрИЗКО 


протекающий через элемент пло- 
щади свободной границы 6$ в еди- 
ницу времени, в том случае, если этот элемент площади мгновенно 


- 
остановлен, но скорость частиц и сохранилась. 

Условимся поток, втекающий в рассматриваемую область жидкос- 
ти, считать положительным. На свободной поверхности, если ско- 


а 
рость и, направлена наружу, 6ф = е, иё5 < 0, поскольку внутрен- 
няя нормаль считается положительной. На рис. 1.1 показана схема 
линий тока, идущих от внутренней границы к внешней. 


$ 2. ПОТЕНЦИАЛ СКОРОСТЕЙ 
НА СВОБОДНЫХ ГРАНИЦАХ 


Как известно, в односвязном пространстве потенциал скоростей 
можно выразить как линейный интеграл скорости, взятый вдоль про- 
извольной переводимой кривой, проведенной между точками АиВ. 
Если элемент длины контура обозначим 45$, скорость жидкости в точ- 


р > 
ках отрезка 45 — 0, вектор касательной —е„, то получим 


зв ить В 
8—9. = { ед = | (ох + ау + 9,43). 
Ы А 


Относя точку Д к бесконечности, где жидкость покоится, значение 
Фл считаем равным аддитивной постоянной, которую всегда будем по- 
лагать равной нулю. Заметим, что для того чтобы можно было поло- 


жить фд = 0, необходим определенный закон убывания касательной 
>> 


к контуру скорости жидкости о, = ое, при приближении к бесконечно 
удаленной точке. В частности, для плоского источника в начале ко- 
ординат скорость жидкости убывает вдоль радиуса г как /г, интеграл 


4 — шг -- Сне стремится к нулю или постоянной на бесконечности, 


| 
Однако ниже покажем, что такого вида потенциалы в изучаемых явле- 


ниях погружения тел в жидкость не встречаются. 

Если контур $, вдоль которого интегрируется касательная ско- 
рость и,, есть жидкий контур, т. е. каждая его точка перемещается в 
пространстве с теми скоростями, которые имеет жидкость в этон точке, 
то элементарный компонент потока скорости вдоль этого контура 
9,45 с течением времени изменяется как за счет изменения 9,, таки за 


и 


счет изменения длины элемента 45 [75]. Поэтому. 


Во 
2: {о„ах) = ах — +040, 


так как 
` 
р 
р 4 = 45... 
Составляя аналогичные выражения по остальным осям, если массовые 


силы имеют потенциал И и давление Р есть функция только плотности 
р, а также учитывая, что из уравнения Эйлера для оси х имеем 


ро 1 
а пы 
в 
р 2 г р пр 
= | фе иду но И— (4+ |. (145) 
А 


Отсюда следует известная теорема Томсона о постоянстве циркуля- 
ции по замкнутому жидкому контуру. Действительно, если контур 
замкнут, точки А и В совпадают, правая часть формулы {1.5) равна 
нулю. Тогда интеграл в левой части выражает циркуляцию скорости Г 
по замкнутому жидкому контуру. Так как 2 == 0, то циркуляция 
по этому контуру остается постоянной. 

Когда область невесомой и несжимаемой жидкости ограничена сво- 
бодными границами 5, представляющими собой жидкую линию и про- 
стирающимися в область покоящейся жидкости, где ф = 0, точку А 
можно поместить. на границе $ в удаленной области. Следовательно, 
01/2 = 0; давление Р по всей границе считается постоянным, а потен- 
циал массовых сил при пренебрежении весомостью И = 0. Верхний 
предел интегрирования (1.5). можно связать с определенной частицей 
жидкости $ на свободной поверхности $ и интеграл в левой части рас- 
сматривать как «потенциал частицы &». Из (1.5) получим уравнение 


| 2”. — ри, 9, (1.6) 
которое является граничным условием для всякой свободной поверх- 
ности при оговоренных выше условиях. 

Для каждой поверхностной частицы Е элемент длины ее траектории 
45’ = и (Е д аЁ Если в точке пространства ху, ус, 2, где частица & 
находилась в момент времени &, потенциал был фо, но скорость шо 5 
22 0, а в момент времени # частица переместилась вместе со свобод- 
ной границей 5 и пришла в точку х, у, 2, то в этой точке потенциал ф (х, 
у, г, 1) или Ф (5, 0) (эти два определения вполне эквивалентны вслед- 
ствие однозначности потенциального поля) определится из уравнения 
(1.6) интегрированием по времени: 


+ 


0-е Ы + [мой -ФЕы+т {6.04.47 


5 
0 


Выражением (1.7) в некоторых случаях ‚удобно пользоваться при изу- 
чении движения свободных границ. 

Если движение жидкости начинается из состояния покоя, то всегда 
можно положить Фо == 0. 

Понимая под ударным возбуждением течения его возникновение в 
результате приложения больших давлений в течение бесконечно мало- 
го интервала времени на некоторой части границы, из уравнения (1.7) 
получим, что при всяком ударном возбуждении течения идеальной не- 
сжимаемой жидкости потенциал скоростей поверхностных частиц за 
время удара не изменяется. 

На твердых границах давление Р при ударе может быть сколь угод- 
но велико. Интегрируя выражение (1.5) по времени и учитывая, что 
длительность удара т бесконечно мала, а скорость о в интервале инте- 
грирования ограничена, находим 


1 
Фв— = — (Рив — Рил), 


х 
где Р; = (Ри — импульсивное давление. 
8 


Следовательно, разность потенциалов на концах жидкой линии 
можно также рассматривать как результат действия разности ‘им- 
пульсивных давлений в точках Ви А. 


5 3. ПОВЕРХНОСТЬ ПОСТОЯННОГО ПОТЕНЦИАЛА 


Потенциал частицы ф (8, 2) на свободной поверхности 5 возрастает 
с течением времени (см. (1.7)), но внутри жидкости может существо- 
вать близкая к $ поверхность о, на которой потенциал ф сохраняет по- 
стоянное значение ф (0) = сопз{. Определим скорость распростране- 
ния поверхности с. Схема течения показана на рис. 1.2. 

Как уже указывалось, на свободной поверхности $ линии тока | и 
траектории 5’ имеют общую касательную. Пусть 5{ — малый линейный 
элемент линии тока, идущий к частице Ё на свободной поверхности $. 
Пренебрегая величиной ди/0{ вдоль этого элемента, получаем 


ФЕ, )— = | и(1, 94 и, ды 


& 
при 51-0. 
Дифференцируя по времени, находим 


р р _ Ри ра 
ог ФС, 1 —Ф: = БЕ (#8) = РЕ 9-1 РЕ ° 
РА 05 
Разность скоростей концов элемента 6{ имеет вид —г=#—И,, 


где нормальная скорость распространения поверхности © обозначена 
Ул. По определению ф, = сопз{, поэтому из предыдущего получим 


29 (0 Ви в, 
ро = —иир—9,). 





Сравнивая это выражение с форму- 
лой (1.6), находим, что рии (и— 


1 
—т=ти или Уз=--и, если 


величина 5% 1—0. Отсюда видно, 


что бесконечно близкая к свободной 
поверхности $ эквипотенциальная по- 
верхность о распространяется в ту же 





5) сторону, что и $, но со скоростью, в 
о два раза меньшей скорости частиц 

х На 5. 
Рис. 1.2. Схема течения со свобод- Теорема. Абсолютные скорости 


распространения эквипотенциальной 
поверхности, бесконечно близкой к сво- 
‘бодной поверхности, распространяющейся с конечными и непрерывны- 
ми скоростями и ускорениями,” одинаково направлены вдоль линиц 
тока, но по величине в два раза меньше скорости поверхностных час- 
тиц, находящихся на той же линии тока. 

Из этой теоремы вытекает почти очевидное следствие. Если движе- 
ние жидкости началось из состояния покоя, то на свободной поверх- 
ности, как и везде в жидкости, в.начальный момент времени потенци- 
ал скоростей равен нулю. В области, близкой к телу, на свободной гра- 
нице $ потенциал скоростей будет изменяться с течением времени (воз- 
растать), но в бесконечно удаленной области свободной границы. потен- 
циал ф остается равным нулю... Поэтому поверхность с, на которой ф = 
= 0, во все последующие моменты времени на бесконечности всегда 
бесконечно близко совпадает с первоначальной свободной границей 5. 
Так как на больших (но не бесконечно больших) расстояниях от тела 
подъем поверхности $ над первоначальным уровнем 5 невелик и ско- 

> 


рости частиц и направлены приблизительно вдоль нормалей к $, мож- 
но утверждать, что поверхность. ф = 0, перемещаясь, всегда делит 
пространство между мгновенным положением $ и ее первоначальным 
положением 5 на две приблизительно равные части до тех пор, пока 
расстояние между поверхностями $ и 5% мало в сравнении с перемеще- 
нием тела, вызывающим движение жидкости. Теорема позволяет по- 
строить сетку поверхностей ф и \р вблизи свободной поверхности $, 
- 


если заданы сама поверхность и скорость # на ней. 


ной поверхностью. 


$ 4 ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДАВЛЕНИЯ ВНУТРИ ЖИДКОСТИ 


Для точки х, у, 2 в системе координат, связанной с неподвижной 
жидкостью, давление Р определяется интегралом Коши—Лагранжа 


м, (а 
“++ 0-20. (1.8) 
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Для невесомой и несжимаемой жидкости \ “ == = и И =0, Если 


жидкость покоится на бесконечности так, что при г-— <> частная 


производная 3 —0, как и ф— 0 (или ф-— с0пз\), и на все ее свобод- 


ные границы действует неизменное давление Ру то функцию Ё(1 
можно считать постоянной величиной, равной Рур. Тогда уравнение 
{1.8) упрощается и приобретает вид 
9, п, Р — 2 
аа | р 


, 
„у,2» и-роо 


тдеф = ф (х, и, г, 8, давление Р и абсолютная скорость о определяются 
для неподвижной точки пространства (х, у, г) в тот момент времени #, 


для которого определено 2. Очевидно, на свободной ‘поверхности 5 


2 
Р = Рь, поэтому условие 9. + 5—=0 есть другая форма динамическо- 


го граничного условия, составленного для точек пространства (х, у, 
2), которые в данный момент времени # совпадают со свободной по- 
верхностью $. 

Если потенциал скоростей ф’ задан как функция времени Ёи 
координат х’, и’, 2’ подвижной системы осей, которая движется относи- 
тельно системы х, и, 2, т. е. ф=ф\(х', У, г, 1), то для каждой непо- 
движной точки пространства х, у, 2 координаты х’, у’, г’ будут функ- 
циями времени и потенциал в точке х, у,, г будет изменяться как вслед- 
ствие явной зависимости от времени, так и в связи с изменением коор- 
динат х’, у’, 7’. Это нужно учесть при вычислении я для подста- 


новки в уравнение (1.8). нь 
Предположив, что система х’, у’, 2’ совпадает с неподвижной си- 


стемой х, у, 2 в рассматриваемый момент времени Ё и компоненты пере- 
носной скорости произвольной точки подвижной системы координат 
относительно неподвижной есть У„, У,, У„, для бесконечно малых по- 
следующих интервалов времени получим 4 = х' + Убу=у + У, 
= + И, 

Поскольку ф (х, у, 2, ) = ф(х', у, г’, 9 из-за однозначности по- 
тенциального поля и совпадения координатных осей, то, дифференци- 
руя второе выражение как сложную функцию, получаем 








Ф № 9, в, 
Оу. биг ’ ФГИ Ш а: 
9$ $ 


В рассматриваемый момент времени имеем -з3„» == -с„- и аналогично 


для других направлений; из предыдущего определения координат по- 
лучим 


4х СТИ ВНИИ 
са арене ИИ РЕНИ 


и 


> 


Переносная скорость точки в подвижной системе координат И, = 
ты > 
У-ехг’, где У, — вектор скорости начала подвижной системы; 
« — вектор угловой скорости вращения подвижной системы коор- 
> 


динат относительно неподвижной; г’ — радиус-вектор точки в си- 


; 
стеме х’, у’, =’. Поэтому переносную скорость точки можно записать 
в виде 


й =, +, Чи, — уд + 7 х п=ИУ., + (2, — 9.) ЗЕ 
+ ЛУ, + (ео, — 20,)] + ВУ, + (фо, — хо). 


Окончательно уравнение для давления, если потенциал скоростей 
ф задан в подвижной системе координат, при оговоренных выше усло- 
виях примет вид 


9" д. ’ ’ 
Зв И — уе} — 99 У, + (го, — 20,)} — 
9Ф ‚ , ` 
75 И, а, — 20) + 3 (++ (=) + 
Р 
| „.=28. (1.9) 


Штрих в выражении д’$/д! означает, что частная производная на- 
ходится от ф, заданного в подвижной системе координат, а дифферен- 
цирование производится при постоянных значениях координат х’, 
у, г’. Считается, что в любой точке свободной границы в каждый мо- 
мент времени действует одинаковое давление Р — Ро = соп&. 

: Бели начало неподвижной системы координат связать с частицей 
на свободной поверхности 5 в определенный момент времени и одну 
из осей направить вдоль касательной к траектории $’, применив пра- 
вила определения полной производной, то из уравнения (1.6) получим 
Рф 9ф дф 45’ 
ела Ка’ а. 
Та -99. ИВ 
к как 5; =ии -- = и, то, подставив эти величины в урав- 
ны (1.6), получим граничное условие, составленное для тех точек 
ространства х, у, 2, которые в рассматриваемый момент времени сов- 


падают с границей. Это условие можно записать как и + и 0. 
р] , 


что и было указано выше. 

Потенциал частицы ф (5, 
циал, заданный в подвижно 
время связано с частицей Ё, 
одной из осей подвижной си 
рии. Формально из уравнен 


К можно также рассматривать как потен- 
й системе координат, начало которой все 
и для простоты принять, что направление 
стемы совпадает с касательной к траекто- 
ия (1.9) получим граничное условие 


9'Ф (&, 1) — 60 45 ра ОФ(Е, 1) и 
д: дб о рр = . 
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Эта форма граничного условия эквивалентна уравнению (1.6), 
так как по определению 


29.0 _ 996.0 
ГР 9 - 


$ 5. ЭНЕРГИЯ ЖИДКОСТИ И ТЕОРЕМА ИМПУЛЬСОВ 


Мгновенное значение кинетической энергии жидкости, ограничен 
ной поверхностью Х, выражается формулой [75] 


=—8 | о 924%. (1.10) 


Значения ф и дф/дп вэтой формуле относятся к точкам мгновенного 
положения граничной поверхности » в тот момент времени, для кото- 
рого вычисляется энергия; знаки подобраны так, что положительной 
считается нормаль, направленная внутрь жидкости. Если жидкость 
заполняет неограниченное полупространство и ее движение вызвано 
движущимся на поверхности телом, то в качестве поверхности нужно 
выбрать свободную границу $, смоченную поверхность тела 5к и какую- 
либо удаленную в бесконечность от области возмущений поверхность 
5», которая простирается от свободной поверхности и выделяет рас- 
сматриваемую область жидкости. 

Оценкой порядка убывания ф и дф/дп и порядка возрастания по- 
верхности 5» с увеличением расстояния до нее доказывается, что ин- 
теграл энергии (1.10) по этой поверхности может быть сделан сколь 
угодно малым, если значение г. достаточно велико. Поэтому в изу- 
чаемых случаях интегрирование распространяется только на поверх- 
ность $ + $к = %. 

Обычно формула (1.10) выводится с помощью теоремы Грина (см. 
ниже, а также [75]), однако ее можно получить и исходя из простых 
соображений механики (рис. 1.3). Примем, что область односвязна и 
движение жидкости в ней потенциально. Следовательно, внутри об- 
ласти Х нет источников и вихрей и каждая линия тока может идти от 
одной точки границы к другой. Рассмотрим бесконечно тонкую труб- 
ку тока, которая там, где начинается, выделяет на внутренней грани- 
це площадь 6%, а абсолютная скорость жидкости в этой точке грани- 
цы равна у1; в той точке, где рассматриваемая трубка снова приходит 
на границу, она выделяет площадь 6%», и скорость жидкости равна 
о›. Если обозначить элемент длины трубки тока &1, скорость и и пло-` 
щадь поперечного сечения трубки 6Р, то кинетическая энергия мас- 


сы р616Ё будет (р618Е) >. Уравнение непрерывности дает 016%! Х 

Х с0$ (т) = 06Ё = — 956%.с05 (©, пу), причем ет = 9:с0$ (0, п); ин- 
2 

теграл ) 4 = ф, — фа, следовательно, кинетическая энергия жидкости, 
1 
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содержащаяся во всей трубке тока, 
запишется в виде 


д 
2, — 9) 2985 = Ро Их 


д 
х 83, — 592 8%, 


Интегрирование по всей поверхно- 
сти Х включает поверхности У; и Хз 
и формально приводит к (1.10), одна- 
ко в некоторых случаях бывает удоб- 
но пользоваться формулой 





х 
Рис. 1.3. Схема течения и трубка аи е (`( д 
тока. ыы т= ее ( (© — $) т 4%, 
ы 
(1.11) 
где, например, ф; и -59: относятся к твердой поверхности, а ф2› —к 


концам тех же линий тока, выходящих на свободную поверхность. 
В этом смысле о (1.11) можно говорить, как об интеграле энергии по 
трубкам тока. р 

Для определенной массы жидкости, лишенной трения, энергия вы- 
ражается формулой 


Рт+и= ( РУ,ах. (1.12) 
р 


Здесь поверхность ограничивает часть жидкости неизменной мас- 
сы, которая двигается вместе с границами Х, так что сквозь эти грани- 
цы частицы жидкости не проходят, поэтому И„ — нормальная скорость 
самих границ области Х (положительная вдоль внутренней нормали), 
аР — внешнее давление на эти границы. 

Внутренняя энергия И в изучаемых случаях есть потенциальная 
энергия массовых сил и энергия деформации ‘жидкостей. Для неве- 
сомой несжимаемой идеальной жидкости И = 0. 

Так как жидкость несжимаема и поток массы сквозь поверхность 
отсутствует, объем замкнутой области Х должен оставаться неизмен- 


ным и В Уаз = 0. Очевидно, постоянное давление Ро, действующее 


на. все границы %, не может изменить кинетическую энергию жидкой 
маесы, поэтому в`формуле (1.12) существенно только избыточное дав- 
ление Р-Р, = АР. 

Так же, как ив $ 4, оценкой порядка убывания значений Р и У, 
с увеличением расстояния от центра возмущений доказывается, что 
доля интеграла (1.12) по удаленным в бесконечность частям поверх- 
ности Х бесконечно мала. 

По условию избыточное давление Р — Ро отлично от нуля только 
на смоченной поверхности тела 5„. Если скорость перемещения неко- 
торого центра, фиксированного относительно поверхности тела, есть 
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с - 
У„, а угловая скорость вращения тела — ®, то нормальная скорость 
> 


точки г поверхности тела будет р (и, +5х =, В формуле (1.12), 
очевидно, 


{ руназ = [Р-Р -+ 6х4 = 87, + Мо, 
$ $к 


- > 
причем ® — вектор силы; М — вектор момента сил давления на жи- 
дкость со стороны поверхности тела 5, приведенных к указанному 
центру. 

Таким образом, из формулы (1.12) для невесомой несжимаемой жид- 
кости (И = 0) получаем уравнение энергии 


Г —> >> ь 
2. = 3 + Мо. (1.13) 


Формула (1.13) выражает закон сохранения энергии — мощность 
внешних сил равна скорости приращения энергии жидкости. Для не- 
сжимаемой невесомой идеальной жидкости вся энергия может иметь. 
форму только кинетической энергии Т. 

Уравнения (1.12) и (1.13) для идеальной несжимаемой жидкости 
эквивалентны уравнениям динамики системы материальных точек с 
идеальными связями. Однако эти связи не всегда толономны. Для 
части невесомой жидкости, ограниченной поверхностью Х, движущей- 
ся вместе с частицами, теорема импульсов имеет тот же смысл, что и 
для системы материальных точек, движение которой изучается в кур- 
сах теоретической механики. Обозначая главный вектор количества 
движения и главный вектор момента количества движения всех час- 


тиц в области, ограниченной поверхностью Х, соответственно К и 
> > - 
К» и полагая также е„4Х == АХ, получаем 


к _ |} Р-Р, “= }\ Р-Рбх@). (19 


Правые части формул (1.14) выражают суммы внешних сил и внеш” 
чих моментов, действующих на жидкую массу, ограниченную жи- 
дкой поверхностью Х. Эти суммы сводятся к интегралам сил давления 
1 моментов сил давления по поверхности Х. 

Количество движения и момент количества движения жидкости 
в объеме 40, который в данный момент времени находится в точ- 

> 


ке г, соответственно имеют вид ак = ога фраО и 4Ки= (7х г24 9) ра. 
Поэтому для всей рассматриваемой области получим 


К-Р] [} та 940, Кир га 9 40. 
На основании асы Гаусса — Остроградского имеем 
(1 эта фа® = — И фах, 
е 
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ИГ бх вааао - — [еб х 4, 
8 


где ф — граничное значение потенциала скоростей в рассматриваемый 
момент времени. 
` В изучаемых ниже случаях движения тела по поверхности жидкос- 
ти всегда существуют части свободной границы $ и смоченной границы 
тела 5,, на которых скорости движения частиц жидкости велики и с 
удалением от которых они убывают, стремясь к нулю на бесконечно 
больших расстояниях от области возмущений. Поэтому будем считать, 
что замкнутая поверхность Х состоит из поверхности тела 5к, свободной 
поверхности жидкости $, начинающейся от поверхности ‚тела и уходя- 
щей на большие расстояния от него, где поверхность $ замыкается бес- 
конечно удаленной частью поверхности Х, которую обозначим $». 
Выясним, как в этих случаях следует применять теорему импульсов и 
какой механический смысл имеют отдельные слагаемые в общих форму- 
лах (1.14). 
Из теоремы Гаусса — Остроградского следует 


- - ре 
Кр { ата 940 = — р (9 —р о8=В+ В». (1.15) 
[2 $к-$ $ Зо 
— > 

Импульсы внешних сил Ви В. относятся соответственно к по- 
верхностям 5х 5и 5» и равны соответствующим интегралам в фор- 
муле (1.15). Потенциал скоростей ф определяется из уравнения (1.7) 
интегрированием по времени {. Предполагая, что движение нача- 
лось при # == 0 из состояния покоя, когда потенциал каждой частицы 
был равен нулю, получаем потенциал некоторой частицы на ограни- 
чивающей поверхности в момент времени #: 


{ 


Р: 1 
а 
и р 


В 
Здесь импульсивное давление Р, = | (РР) 4. 


0 
На бесконечно удаленной части поверхности $, имеем 


> > — : 
Воров [ри (1 [м8 (1.16) 
ы зо 28 | 

Во втором интеграле правой части скорость частиц и убывает с рос- 
том расстояния г от центра возмущений не медленнее, чем 1/7, а пло- 
щадь поверхности 5,, возрастает как 17. Следовательно, при произволь- 
ных размерах „области возмущений в неограниченном полупростран- 
стве всегда можно подобрать столь большие расстояния г, что этот 
интеграл, убывающий не медленнее, чем 72, будет сколько угодно 
мал при произвольном, но конечном времени {. 


16 


Из каждой части равенства (1.15) вычтем В... В результате полу- 
чим 


КВ. =-р| | 96 =В. (1.17) 
$$ 


По первоначальному условию поверхность Х движется вместе с 
жидкостью, следовательно, охватывает неизменный объем жидкостч. 
На поверхность Х действует неизменное давление Ро и переменное 
дополнительное давление Р — Ро, определяемое движением границ. 
На свободных границах $ импульсное давление Р; равно нулю. Ин- 
теграл избыточного давления по твердым границам тела сводится к 
силе 


8 (РР, 
55 


с которой тело действует на жидкость. Сила давления на удаленную 
в бесконечность часть границы с внешней стороны имеет вид 


Р.= ри . Таким образом, дифференцируя (1.17), получаем окон- 


чзательную формулу теоремы импульсов 





р К_В)=—р-2 (( 06 =-28 =9, (1.18) 
К-во ое 


м 
Величина действительного количества движения К всех ЕЕ жи: 
дкости в области Х так же, как и величина импульса сил реакций внеш 


Е 
ней к Х части жидкости Въ», зависит от формы удаленной части ИЕ 
5, в этом смысле они неопределенны. Поэтому вектор и ы 
жения» или импульс сил давления, приложенных к ЕЕ = а 
ы Гл 
ла, определяется из 
хность движущегося на ней тела, 
О. И и может быть не равен действительному количеству движения 


всех частиц жидкости. . 
Аналогично доказывается, что вектор «момента количества дви 


жения», или импульсивный момент внешних сил давления на жидкость 
, 


- 
относительно точки Г = 0, имеет вид 


: и ыы 
Зне-р {{ «бх® = [Р-Р вх] ш=| М4. 
ы ив о же 


Из этого определения также следует 


$= (2—4, М= у (Р-Р)(х 4). 
и 
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Согласно граничному условию (1.6) справедливо равенство 


Вр [| 98 = {Р-Р &. 
х 5к-5 5к 


Теорему импульсов в приложениях к установившимся течениям 
рассмотрим применительно к конкретным задачам. 


$ 6. ПОВЕРХНОСТЬ НУЛЕВОГО ПОТЕНЦИАЛА ная 


При всяком погружении твердого тела в первоначально покоящую- 
ся жидкость, для которой в начальный момент времени (# == 0) пред- 
полагали ф = 0, для всех ее точек во все последую цие моменты вре- 
мени (# > 0) внутри жидкости будет существовать поверхность о, на 
которой потенциал скоростей ф в течение всего движения равен нулю. 
В момент времени Е = 0 свободная поверхность $ является поверх- 
ностью, на которой ф = 0. В последующие моменты времени на по- 
верхности $ «накапливаются» положительные потенциалы, поэтому со- 
гласно теореме с самого начала поверхность ф = 0 перемещается в ту 
же сторону, куда движется поверхность $, и все время будет делить 
область жидкости, поднявшуюся над первоначальным уровнем, на 
две части: одна — между $ и о, в которой 
У у , рой ф>>0, и другая, где ф< 

Давление на поверхность с (где ф = 0) определяется уравнением 


, 


(1.9). Так как на поверхности © имеем = 0, то получим 





0 
Ре —Р а 
о =Ую—. (1.19) 


. Когда давление внутри жидкости больше давления Ру или равно 
ему, получаем, что нормальная скорость переноса самой поверхности 


р 
сесть У, > 5-9, где о — скорость жидкости на поверхности о. При 


—- 
этом ясно, что скорость о = вга4 ф ортогональна к поверхности о. 
Следовательно, при всяком непрерывном погружении тела в первона- 
чально покоящуюся жидкость поверхность ©, на которой ф =0 
всегда находится внутри жидкости и пересекает поверхность тела или 
внутренние свободные границы. Последнее положение доказывается 
такими рассуждениями. 

Представим, что из центра области возмущений на свободной по- 
верхности внутри жидкости радиусом г -> оо проведена полусфера 
пересекающая свободную поверхность; по определению на этой полу. 
сфере ф —0. Если от линии пересечения полусферы со свободной гра- 
ницей поверхность с, на которой ф = 0, проходит так, что не пересе- 
кает тело или внутренние свободные границы, то полусфера и поверх- 
ность о ограничат область неподвижной жидкости, следовательно, 
скорости самой поверхности в и скорости жидкости на ней будут рав. 
лы нулю. Тогда поверхность в будет эквивалентна твердой поверх- 
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„ 9 
ности, Нё которой -„- = 0, но 


может быть ф520, что несовме- 
стимо с спределением поверхно- 
сти с и со всей постановкой 
задачи. . 

При вытаскивании тела из 
покоящейся жидкости (без раз- 
рыва сплошности) как на свобод- 
ной поверхности и поверхности 
тела, так и везде внутри жидко- 
сти возникают положительные 
потенциалы; поверхность ф = 0 
в этом случае уже вообще не на- 
ходится внутри жидкости. 

Выясним положение макси- 
мума давления. Векторное ура- 
внение Эйлера в подвижной сис- 
теме координат с, м, связанной 
с точкой поверхности с, в плос- 
ком случае распадается на два 
скалярных уравнения 





Рис. 1.4. Последовательные положения 
свободной поверхности при погружения 


1 дР тела. 
= ра, 
д 4 1 дР 
9 И) и = ра. 


Здесь ® — угловая скорость вращения системы о, \ относительно не- 
подвижной системы координат, которая в рассматриваемый момент 
времени совпадает с осями о, 1. 

В случае, когда о — Ул = 0, частица &к все время остается на по- 


верхности о. Если траектория этой частицы прямолинейна и Крот 
{2 


постоянна, получаем 09/0 = 0, ® = 0, следовательно, 5 =0, ж= 


= 0, и частица Ё„ всегда находится в точке максимума давления. Пред- 
полагается, что везде внутри жидкости отсутствуют особые точки, 
избыточное давление положительно, поверхность © непрерывна, име- 
ет однозначную кривизну и от поверхности тела простирается в бес- 
конечность, где она асимптотически совпадает с первоначальной сво- 
бодной поверхностью. Этим условиям, в частности, удовлетворяют те- 
чения с автомодельными и стационарными свободными границами. 

Теорема. Для равномерных движений с автомодельными или ста- 
ционарными свободными границами один из максимумов давления всее: 
да находится на поверхности нулевого потенциала в той ее точке, 
где переносная скорость этой поверхногти равна абсолютной скорости 
жидкости. 

Определим поток массы, импульсов и энергии через поверхность 
нулевого потенциала. Для определенности рассмотрим случай, когда 
поверхность о (ф=0) лежит внутри жидкости, а свободная поверхность 
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двигается наружу и простирается от частицы & в бесконечность, 
тде она совпадает с невозмущенным уровнем. Зафиксируем на сво- 
бодной поверхности частицу 5, к которой подходит линия тока /, 
ортогональная к поверхности © и пересекающая ее в точке ол (см. 


рис. 1.4). й 
Если объем области, выделенной поверхностями о, |, $, обозна- 


40 
чить О, то, очевидно, ар = {е— и» 40. Однако предел интегри- 


с: ы 
рования может быть переменной величиной, так как в различные мо- 


менты времени линия тока { может пересекать поверхность © в раз- 
личных точках. 
5 
Приращение количества движения В» жидкости в области ©, про- 


+ 
исходит вследствие переноса количества движения р (о — Ул) 9404 
- 


и действия сил давления на поверхность: о, равных (Ре — Ро) 404. 
В результате, воспользовавшись уравнением (1.19), имеем 


аВ, -- 
тер 8-й. (1.20) 


5 
Эта формула не учитывает приращение количества движения за 
счет действия сил давления на поверхность /, между си 5. 
.Приращение кинетической энергии Т, в области @, также скла- 
2 
дывается из переносе энергии р (и— У„) > 400 и работы сил дав- 
ления (Ре — Р.) 044. В результате получим 
(1.21) 


г 


ат, 0? 
= р(ун-9- = Е. 
с 


"Во многих случаях погружения тел и их движения по свободной 
поверхности, пользуясь дополнительными соображениями, можно 
указать область возможного положения и некоторые особенности по- 
верхности ф = 0. Тогда использование формул (1.20) и (1.21) иногда 
дает полезные результаты. 


$ 7. ПРИМЕНЕНИЕ ФОРМУЛЫ ГРИНА 


Опуская доказательство [75], формулу Грина для двух произволь- 
ных функций фи $’, которые непрерывны и обладают непрерывными 
первыми и вторыми. производными внутри связной области ©, огра- 
ниченной поверхностью Х, можно выразить уравнениями | 


во -- те 
— (|| оаф’ахауае; 
< 


(1.29) 
20 





руза-- И» 


20 09 90. 
Хе Ри и + 


9$’ 9$ ри 
2 =) ахауаг 


— { { { ф'Афахауаг. 
[3 





Если фи Ф’— потенциалы 
скоростей двух различных 
безвихревых движений, то для 
несжимаемой жидкости Аф = 
—Ои Аф’ = 0; вследствие 
равенства первых интегралов 
правой части получаем 


У Ф 2 г ({е ы 4;. — Рис. 15. Схема течения при локальном воз- 
з 





мущении. 


(1.23) 


В случае ф = ф’и Дф = 0 каждое из уравнений (1.22), будучи ум- 
ножено на —р/2, даст выражение для кинетической энергии жидкости 
в области Х через значения ф и д/дп на границах (см. (1.10)). 3 

Пользуясь формулой (1.23), можно доказать , что эффект на беско- 
нечности от всякого локального возмущения на свободной поверхности 
жидкости эквивалентен эффекту от диполя, помещенного в центре воз- 
мущения (рис. 1.5). 

Ограничимся плоским случаем. В качестве ф’ можно взять Ш г, 
ибо п г’ удовлетворяет уравнению Лапласа Д (ш г’) = 0, если г — 
расстояние от точки А (рис. 1.5) до любой точки пространства х, у 
(как внутри жидкости, так и вне ее). Точка А по условию находится в 
области 1, заполненной жидкостью, следовательно, при интегрирова- 
нии по границам Х этой области точку А надо исключить. Это можно 
сделать, проведя окружность радиусом г: вокруг точки А как центра. 
Тогда доля первого интеграла вдоль этой окружности, если 4%: = 
= п4®, будет \ Фф - Хх па® —2лфд, когда г, —>0, а соответствую- 

в>2л 
щая доля второго интеграла равна нулю, так как внутри окружности 
п: нет источников и стоков. Из формулы (1.23) в результате интегри- 
рования только по границам области | можно получить 
1 0$" 1 д 
4 =— 3 {® а + х (9-9. 
ы ы 

Функция ф’ гармонична как в области Ъ, так и в области 11 вне 
жидкости. Следовательно, при вычислении фд необходимо считать, 
что в области 1] с границей >’ также существует потенциал $. Но для 
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й 











области П точка А будет внешней точкой, для любой точки границы 
области П значение радиуса г’ в точке А конечно, поэтому из формулы 
(1%23) следует ыы у д 

р 1 Кр , ‚ ’ 
О я в 

х ры 
Для вычисления фд оба последние выражения нужно сложить. 

Однако при интегрировании по контуру области 1 его надлежит об- 
ходить в том же направлении, что и контур области Г. Но д/дт = 
== —0/0п’, поэтому, изменив направление обхода контура Ш на обрат- 
ное после замены операцни д/дп’ на д/дп, для вычисления фд можно 
при интегрировании просто дважды пройти вдоль $к -- $. Здесь, как 
и выше, 5х — границы тела, $ — свободные границы, 5» — удаленные 
в бесконечность границы; Х=5к-|- $ -- 5». Подставив в интегралы 
значения ф.и 0$/дп на границах области возмущений, получим 


_1 9% 1 ‚ 6% 
= [ое [996 (1.24) 
&к+3 Зи 


ФА 


В предыдущих формулах опущено интегрирование по окружнос- 
тям 5, и г,,. Однако радиусы этих окружностей можно выбирать 
произвольно большими, так как от их величины, когда г» -> со, зна- 
чение ф, не может зависеть. Поэтому в первом интеграле должно 
быть ф»->С (= 0), так как 04’/дп-— Ши.» 4$» == Г-@®; во втором 
интеграле, поскольку $’, = ШГ-> < при Г,-—о0, выражение 
{ 99/дп—0, причем убывание этого интегралг с увеличением г» 
8 
со 
должно происходить быстрее, чем возрастание Ш». Таким образом, 
положив аддитивную постоянную для ф на бесконечности, равной 
нулю, можно отбросить интегрирование по всем бесконечно удален- 
ным границам. 

Для пространственного случая все рассуждения аналогичны, но в 
качестве ф следует взять функцию Ш’. Тогда выражение для потен- 
циала в точке А имеет вид 


ой д’ 1 Г’ _9 
К р и а 
кВ эк 


Найдем первый член разложения ф в ряд около удаленной в бес- 
конечность точки А. 

В плоском случае г’ =У(х— 2-Е (и—1)8, где хи у— коорди: 
наты точки 4; $ и |— координаты контуре возмущенной части гр2- 
НИЦ 5к И 5. При условии, что для области возмущений &, < г пры 
8-> Е оо потенциал ф->0, приближенно имеем 


, 


м ааа ш/ 1% +..), 


гдег= уху. 
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Так как расстояние г от начала координат х, у до точки А неизмен- 
но, получим 


однако 
РЗ = 91 _ у 
-дв = 603 (п, х) и-и. = 605 (п, у). 


Подставив эти выражения в формулу (1.24), найдем 


= (оз + ео, 6 — т | (#+*) х 
5к+ вк 


5$ 
х 5 45. 


.` Если течение симметрично относительно оси у, то в симметричных 


. ее 
точках $ с03 (п, х) и Ё равны по величине и противоположны по знаку» 
афи д/дл одинаковы. Обозначим 0 угол между отрицательной осью у 


и направлением г, тогда —-^ = 05 0. Импульс внешней силы, или 


Ш 
количество движения жидкости вдоль оси, В, = —р | фсоз(п, у)4$, 





«+ 
а элемент функции тока 4 = 29. 45; в плоском случае получим 
0 /В 
= 89 (4+ | 49). (1.26) 


к 


Если ось оу является осью симметрии течения, то в пространствен- 
ном случае, используя формулу (1.25), аналогично найдем 


498 (А+ [ а. (1.27) 


т. 2 
А 2г рые 


Напсмчим, что в формулах (1.26) и (1.27) положительными счита- 
ются нормаль и нормальная скорость, направленные внутрь жидкости. 
При силах, действующих на жидкость вдоль отрицательной оси 1, 
импульс В, < 0; интеграл в скобках также меньше нуля. 

Интеграл в (1.26) и (1.27} можно называть статическим моментом 
функции тока относительно невозмущенного уровня. 

Тесрема. Эффект всякого локального движения границ полупро- 
странства, заполненного жидкостью, на расстояниях, больших облас- 
ти возмущений и больших в сравнении с размерами самой области воз- 
мущений, эквивалентен. эффекту от соответствующего диполя. 

Например, если на горизонтальной свободной поверхности пла- 
вает полупогруженный цилиндр радиуса А, который ударом получает 
вертикальную скорость У, направленную вниз, компонент импульса 
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вдоль оси и будет В, = — > ру (ось и направлена вверх). В ин- 


теграле (1.26) ч= —Ас0з6; 4ф = УР с0з646, на поверхности $ 
имеем = 0. Отсюда 


+2 
( аф = — ИА? | с092040 = — > ЗУ. 
к —лр 


Потенциал скоростей в удаленной точке внутри жидкости равен 
с0$ 0 

= ИУ? —,; для ф получается то же выражение, как если бы 
цилиндр двигался поступательно в неограниченной жидкости. 

Ось диполя для. несимметричного течения не будет направлена 
вертикально. Аналогичными рассуждениями можно показать, что 
момент импульсивных сил на границах при тех же условиях сведет- 
ся к диполю высшего порядка. Однако эти исследования здесь опус- 
тим. 


ГЛАВА 2 


ОСЕСИММЕТРИЧНАЯ КАВИТАЦИЯ 
В ИДЕАЛЬНОЙ ЖИДКОСТИ 


ИЕ ВИНЫ СЕНЕ ЕЕ НЕКОЕ ВАНИЕ ЕН ии 


Современная гидродинамика, опирающаяся на вычислительную: 
технику, позволяет в принципе решить любую задачу, в частности 
произвести расчет осесимметричного отрывного обтекания идеальной 
жидкостью осесимметричных препятствий [2, 11, 37, 41, 80, 141, 148} 
и др. Можно достаточно строго и подробно изучить всю картину тече- 
ния, вычислить его необходимые характеристики, проанализировать 
их зависимость от параметров, определяющих характер течения. 
К настоящему времени есть немало решений конкретных задач, дове- 
денных до таблиц и графиков, облегчающих пользование полученными 
результатами. Однако по этим результатам нельзя вывести важные 
общие закономерности, позволяющие, пусть приближенно, решать. 
практически неограниченный класс инженерных задач. Поэтому при- 
ближенные, но хорошо апробированные ‚и зарекомендовавшие себя. 
методы до сих пор находятся в центре внимания исследователей, осо- 
бенно при решении сложных и прикладных задач. В силу своей прос- 
тоты они незаменимы во всех инженерных расчетах. Основываясь на: 
них, изложим основные результаты, относящиеся к осесимметричным, 
кавитационным течениям. : | 


чиаьки 


$ 1. ВИДЫ КАВИТАЦИИ ры 


В основе явления кавитации лежит разрыв сплошности жидкой’ 
среды. Зарождаясь на молекулярном уровне в местах пониженного: 
давления, когда это давление в точке становится ниже некоторого кри- 
тического значения Ркр, микроразрывы сливаются в макропузырьки, 
а последние — в полости, заполненные смесью имеющихся в жидкости 
р®астворенных газов и паров. Такие парогазовые полости называются 
кавернами. Причины образования каверн могут быть различными и 
в соответствии с ними существуют и различные виды кавитации. Если 
ее причиной является снижение до критического уровня давления 
вследствие роста местной скорости течения, то кавитация называется 
гидродинамической. Если такой причиной явилось понижение дав- 
ления в результате образования в жидкости волновых полей, кавитация 
называется акустической, Так, при исследовании кавитационного раз- 
рушения металлов широко используют ультразвуковые волны {ульт- 
развуковая кавитация)'69, 99, 100, 1171. - 
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Пониженное давление, являясь необходимым условием возникно- 
зения кавитации, не всегда может привести к образованию каверн, 
поскольку чистые капельные жидкости способны выдерживать даже 
Достаточно большие отрицательные давления. Если же в жидкости при- 


‹утствуют так называемые ядра кавитации в виде микропузырьков, 


значения критических давлений сильно падают. Хотя в настоящее 


‘время и нет четкого теоретического объяснения факта присутствия в 


жидкостях микропузырьков, однако реальные и специально не очи- 
щенные жидкости всегда эти пузырьки содержат. Значит, второе не- 
«обходимое условие возникновения кавитации в капельных жидкостях 
заключающееся в постоянном существовании микропузырьков в ка. 
т И всегда налицо. Этот факт трудно оГъяснить по- 
р ропузырьках должны быть большими силы поверхност- 
ного натяжения, которые обязаны привести пузырек к схлопыванию 
Если же схлопывания почему-либо не происходит, то расширение пу- 
зырьков и их слияние в конечном счете приводит к образованию мак- 
ропузырьков, которые обязательно должны были бы всплывать и ухо- 
дить из жидкости через свободные поверхности. Казалось бы у 
причин, которые приводили бы к существованию в жидкости яде] ка- 
витации. Однако их наличие свидетельствует о том, что, видимо, ы и- 
чины их постоянного зарождения и развития определяются ыы 
явлениями на микро- и макроуровнях. Так, иногда образование яде: 
«вязано с действием заряженных частиц. В момент схлопывания те 
зырьков внутри них возникают очень высокие давления и темпе : 
наблюдается слабое свечение. ры 
а Я зародыши-ядра размером около 10-8 см, 
О со дала, см Нан рые ое в он 
л асти, сливаясь в различно 
и структуры. В зависимости от условий Е и 
я рее о тонкой пленки, тогда каверна 
полос, которые зачастую распо- 
РО ния параллельно друг другу. При этом не Е 
и с — в этих случаях говорят о кавитации 
т . о — начальная кавитация в пузырьковой или пле- 
т ‚форме, ‚что характерно для тел вращения. 
а Е ан тел, то при некоторых 
<ливаясь, могут формировать Од аа 10 Ве: 
ы ую полость. азме- 
а о Е размеров ее а. 
те . кавитацией (в инсстранной лите- 
еее Если каверна замыкается я кавернооб- 
ей Называется ый стадия развитой кавитации иног- 
кормовой 
Ния-В се НИ РИС каверн образуются возвратные тече- 
а замыкания на тело) каверны скорости жид- 
рен ный но и течение обычно носит нестационарный 
от'режима течения и а а возвратного течения зависит 
а ое жет быть очень высока. Тогда возвратные струн 
и срыва, а жидкость, которую возвратное течение 
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вносит в каверну, заполняет значительную часть кавитационной 
полости. Если скорость обтекания увеличивается, то интенсивность 
возвратных струй падает. На некоторых скоростях они почти не замет- 
ны, кавитационная полость становится весьма устойчивой, стенки ее 
гладки и прозрачны. Нестационарный характер течения в таких слу- 
цаях проявляется лишь в области смыкЕния струй. 

Необходимо отметить, что развитые каверны легко образуются за 
телами с острыми и выступающими кромками и наоборот: они трудно 
образуются за телами с плавными хорошо обтекаемыми обводами. Это 
связано с характером распределения гидродинамического давления. 
Если распределение давления можно представить плавно изменяющи- 
мися кривыми, значит, резких перепадов давления нет, уровень раз- 
ряжения невысок и каверна будет образовываться, но точки отрыва 
менее определенны. 

Различают также естественные и искусственные каверны. Такое 
‘деление связано со способом их образования. Поскольку с увеличением 
скорости обтекания степень разряжения за телами обычно растет, то 
при некоторых определенных скоростях каверны образуются есте 
ственным образом за счет микропузырьков, всегда имеющихся в жи- 
дкости. Возникающие в таких условиях каверны называют естест- 
венными или паровыми, вследствие того, что образуются они обычно 
тя давлениях, близких к давлению насыщенных паров жидкости 

691. 
Поскольку каверны возникают в результате активной коагуляции 
парогазовых пузырьков, имеющихся в жидкости при определенном 
давлении Рьр, то, вводя в область пониженного давления непрерывный 
поток газа, каверну можно образовать и при более высоких значениях 
давления. Такие каверны называются искусственными. Понизить зна- 
чение Рьр можно также, понижая общее давление в жидкости, на- 
пример, в замкнутых гидротрубах. Если кавитационная полость обра- 
зуется в потоке с искусственно пониженным общим давлением, каеи- 
`‘тационные течения в этих условиях тоже называются искусственными 


169, 1341. 
Естественные 
принципе эквивалентны. Пр 


и искусственные развитые кавитационные течения в 
остотой образования искусственных Ка 
верн объясняется широкое использование методов искусственной ка- 
витации в экспериментах. Основной характеристикой кавитационного 
потока является число кавитации, к которому можно прийти от ин- 
теграла Бернулли, составленного для невесомой, несжимаемой жи- 


кости 


ру? уз 
Ро" =Р+-5-, 


где Р, У относятся к точке на поверхности кавитирующего тела, а Ро, 
У, — к какой-либо удаленной точке. Вообще давление Р и скорость У 
на поверхности тела зависят от его формы. Для конкретного тела те- 
чение не зависит от абсолютного давления Ро. Давление Рь в паровой 
каверне есть давление насыщенных паров. Поэтому параметром, оп- 
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ределяющим течение, является отношение 

о =: ‘ Ро сы Р, 

в, = 5 
0,5рУс 





о 


которое называется паровым числом кавитации и зависит, как видно, 
только от значения давления вдали от тела, давления насыщенных па- 
ров и скоростного напора. Для заданного тела, образующего каверну- 
кавитатор, число кавитации однозначно определяет размеры и форму 
каверны. Поскольку давление в каверне постоянно, то и скорость те- 
чения вдоль границы также псстоянна, Эту скорость можно определить 
из уравнения Бернулли. В результате получим 


У=У,ИТ-0.. 


Мы уже отмечали, что кавитация наступает при достижении дав- 
лением Р некоторой критической величины, близкой к давлению на- 
сыщенных паров. Это значит, что на поверхности обтекаемого тела ка- 
витация наступает там, где давление понижается до величины Ри 
соответственно скорость обтекания достигает величины У. у 

Выше было указано, что искусственная кавитация может возникать. 
при давлениях, превосходящих значение Р,, если в область разре- 


жения вдувать газ. Поэтому в общем случае число кавитации выража- 


Р,—Рк 
О,5руз ' 
где Рх — давление газг в каверне. 


$ 2. КАВИТАЦИОННОЕ СОПРОТИВЛЕНИЕ 


Теор етические исследования показывают 


тверждают, что сопротивлен 
ие кавитирующих тел ` 
зом зависит от разности давлений в на ыы Е и 


бегающем потоке и’в каверне и ох 
пл а 
ый о сечения каверны. Эту весьма анну зави- 
ОЕ у исходя из простой модели течения и приме- 
ыы с т Физическая сущность модели течения 
р ту . г авернообразующее тело, движущееся (или 
ие юльшой скоростью, пронизывает в некоторый 
а ремени % = 0 плоскость наблюдения, перпен- 
Е ЖЫ ие, В следующий бесконечно близкий к 
тВеротНо Го а мени 2 >> & в плсскости наблюдения образуется 
ЗИ ЕС кавернообразующее тело сообщает зна- 
а __ т расширения. Вначале форма отверстия 
рес о ер на струй, в дальнейшем отверстие рас- 
ОНА и ходуя полученную от кавитатора кинетичес- 
ного разности давлений АР Е ны. 
стия (кольца каверны) скорость Хаеширения падает ов мое 
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‚ а эксперименты под- 


=; она становится равной нулю и при { >> & меняет знак: отверстие 
начинает сужаться, достигнув при # = & своих наибольших  раз- 
меров. В некоторый момент времени, близкий к значению # = 2%, 
отверстие в плоскости наблюдения схлопывается, в дальнейшем про- 
исходит лишь растекание турбулентного следа, в котором энергия рас- 
сеивается в форме тепла [81]. 

Такая упрощенная модель течения с образованием, развитием и 
схлопыванием каверны позволяет наглядно понимать процесс образо- 
вания, развития и исчезновения каверны. Это представление оказыва- 
ется полезным при различных оценках, применяемых к изучению не- 
стационарной кавитации. Связь сопротивления и размеров каверны 
можно установить точно, применяя теорему импульсов. 

Предположим, что в момент времени 2> 0 в плоскости наблюде- 
ния находится сечение каверны радиусом К. Проведем через это се 
чение контрольную плоскость Х», перпендикулярную оси каверны. 
Вторую контрольную плоскость Х;, тоже перпендикулярную оси ка- 
верны, поместим далеко впереди кавернообразующего тела. Замыкая 
эти плоскости цилиндрической поверхностью Хз, достаточно удален- 
ной от поверхности каверны, получаем контрольную поверхность х, 
внутри которой заключена передняя часть каверны, 

В точках контрольной плоскости У, действует невозмущенное дав- 
ление Ре, а скорость жидкости в этих точках Ух параллельна оси ка- 
верны. | 

В точках контрольной плоскости Х» давление Р, а скорость имеет 
составляющие вдоль осей цилиндрической системы координат, свя- 
занной с кавернообразующим телом (кавитатором): . 


У, = У, + 9» Ух = 9. 


На кавитатор действует сила сопротивления 17, и давления газа в 
каверне Рк. На часть контрольной плоскости Х», равной площади се-, 
чения каверны $ = яЕ?, будет действовать усилие 5Рк. Импульс 
всех сил за единицу времени в проекции на ось х, направленной вдоль 
оси каверны, равен 


(Раз — \ Ра; — ‚— $Ре. 
ы 2:5 
Он равен изменению количества движения, Количество движения 
элементарного объема на входе в контрольную поверхность равно 


рУ24»х, а на выходе — р (У -- 9.4%, так как изменились скорости. 
Следовательно, уравнение теоремы импульсов можно записать в виде 


{о р(Уь + эй 4х — ( рУзаЯ = { Рай — { Рах — 1, — ЗРк. 
х.5 в я 2:5 
В это уравнение следовало бы добавить еще интегралы по цилиндри: 
ческой поверхности Хз. Однако подынтегральные выражения содержат 
множителями возмущенные скорости = 5-Е, которые при 
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г — со убывают как Г’3. Это следует из того, что поле возмущенных 
скоростей вдали от каверны ведет себя так же, как и поле скорости, 
индуцированное диполем [80]. 

х Уравнение теоремы импульсов можно преобразовать, воспользо- 
вавшись уравнением Бернулли. Записанное для точек контрольных 
плоскостей >: и У», оно дает выражение для давления 


Р=Р— РИ, — р 57, 


с помощью которого уравнение теоремы импульсов переписывается 
следующим образом: 


= (Ро —Рк-++ 595 —р | (и. + ти 5142. 
2,5 
Воспользуемся уравнением неразрывности 


(Ух = { (Ис о,) ах. 
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. 1:5 
Преобразовав правую часть 


{ (Ио) ах = { Уая — $, + { °,4х, 
5: 


5,5 5,5 
вычислим интеграл 


а который приходим к такому соотношению для сопротив- 


И, = (Ро — Р-)5 + + {21—24 (2.1) 


2,5 


_ Эта формула уже дает главную часть явной зависимости сопротив- 
ления кавитирующего тела от разности давлений и площади сечения 
каверны, но она содержит интегралы от неизвестных величин, значе- 
ния которых зависят от местоположения сечения. Выражение (2.1) 
уран если контрольную плоскость Х, провести через миделево 
чение каверны. В этом сечении (площадью 5х) размеры каверны мак- 
р а скорости радиального расширения равны нулю: для при- 
о Е кинетическая энергия, переданная кавитатором ок- 
р а г израсходована на расширение сечения кавер- 
Ы бк. Следовательно, положив $ — 5», получим соот- 


ношение 
= 2... 
№, = АРЗк — 6 { ах. (2.2) 
5,5 
ы Соотношение (2.2) показывает, что 
тела с присоединенной развитой кавер 
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сопротивление кавитнрующего 
ной пропорционально разности 


давлений в набегающем потоке и каверне и площади миделевого’ 
сечения, а также зависит от распределения возмущенной скорости 
0, В ПЛОСКОСТИ Х = Хи, ГД@ хк — координата миделевого сечения. Рас- 
четы и эксперименты показывают, что интеграл в (2.2) мал в сравнении 
с первым слагаемым и носит характер поправки. Поэтому закон со- 
противления для развитой каверны в невесомой жидкости обычно вы- 
ражается формулой у 

И 

2 ‚ 





И, = (0) АР5к == # (0) 0$к 


где поправочная функция # (0) <= 1. 


$ 3. УРАВНЕНИЕ РАДИАЛЬНОГО РАСШИРЕНИЯ 
КАВЕРНЫ 


Уравнением радиального расширения каверны фактически явля- 
ется соотношение (2.1), которое можно, однако, преобразовать к диф- 
ференциальному уравнению, определяющему закон расширения ка- 
верны. Для этого займемся интегралом от х. Его можно приближенно. 
вычислить, если заметить, что 


В 9 
о, . 
Учитывая, что скорость цилиндрического расширения всегда боль- 
ше истинной радиальной скорости %,, т. е. что 


в в 
г 
можно записать 
© $ 4 
а = ар [р |" 
2-5 В р: 


Эту же оценку можно получить и несколько иначе. Поскольку 
о„4г = 4Ф, интегрируя по частям, имеем 


с Р 
ь > С 
5 {[ 31а = по | огаФ== про Ф [в — пр {© (0.7). 
2:5 | К 

Второе слагаемое мало, ибо вблизи каверны Ф -— Ш ги, значит, 
—, что дает 4 (7о,} — 0. Вдали от каверны Ф-г2 ид (0, ^ 
> 

—г 3, поэтому интеграл тоже стремится к нулю. Следовательно,. 
второе слагаемое имеет значение некоторой малой поправки в допол- 
нение к первому, поэтому приближенно можно считать, что . 


$ {| 245 = ерВКФ(. 


5:5 


я 
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Здесь &, — некоторый поправочный коэффициент, близкий к еди- 
нице. С учетом этого соотношения уравнению (2.1) можно придать вид 
Я, — АРЗ— 8 Ф(- —2 {| 4%. (2.3) 
° 2 51 2.3, 
5. =— 
` 
Интеграл от квадрата возмущенной скорости 52 неоднократно оце- 


чивался и тоже оказывался малым [80, 81]. Если ввести коэффициент 


Ре г 2 
вт заре, | 4, 
5,5 

то оказывается, что он мало отличается от единицы и всегда меныше 

нее. Поэтому вместо (2.3} можно записать 
1 ых р! 95 
=ы = АР5 — 5, (е ©. 
Учитывая слабое изменение коэффициента # (х} особенно в средней 
части каверны, его можно считать постоянным. И если положить 


Е 
= > ‚ то имеем 


У. хр 9$ 
Пе = 425 — 2 Ф(0-Х. (2.4) 


сЭто и будет искомое приближенное уравнение радиального рас- 
ширения каверны. В его основе лежит теорема импульсов и потому 
‘его можно трактовать как приближенное выражение теоремы импуль- 
<ов для произвольного сечения каверны. Оно определяет общий закон 
радиального расширения сечения каверны в некоторой фиксирован- 
ной плоскости наблюдения, достаточно удаленной от кавитатора и 
замыкателя. Значение его состоит еще и в том, что оно допускает меха- 
ническое (энергетическое) толкование. Обозначим Е потенциальную 
энергию, Г — кинетическую энергию, а А — работу против силы со- 
противления, приходящиеся на единицу длины траектории. Тогда 
можно видеть, что при потенциальном обтекании кавитатора идеальной 
о с образованием каверны изменение потенциальной 
-х; = АР$ и кинетической т. = —2-Ф0-% энергии на едини- 
‘це длины каверны равно работе силы, преодолевгющей сопротивле- 
ние жидкости при перемещении кавернообразующего тела на ту же 
диницу. Иными словами, уравнение сохранения энергии 


2 (Е+Т+-А=0 (.5) 


при наличии силы сопротивления выполняется. Оно может быть ис- 
пользовано для определения площади произвольного поперечного се- 
чения каверны, расположенного не слишком близко от ее концов, если 
известны сопротивление и потенциал скоростей. Для тонких симмет- 
ричных каверн, для которых наиболее праведливо уравнение (2.5), 
потенциал можно выразить через характеристики миделевого сече- 
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ния. Если обозначить координалу миделя хь, г дугу меридиана кавер- 
ны $ и учесть, что Ф (х.) =0, то 


к 8к 
Ф(х) =— { 9:43 = — { (Ик — И, с08 0) = — И» (5к — 8) НУ, (дк). 
$ 8 
Здесь а — угол между касательной к меридиану и осью х. 


$ 4. ПЛОЩАДЬ МИДЕЛЕВОГО СЕЧЕНИЯ 


С помощью уравнения (2.4) можно вычислить площадь любого 
сечения каверны. Определяя миделево сечение как сечение наиболь- 
шей площади и используя незбходимое условие существования мак- 
симума функции $ (1, имеем 


М, = ААР5к. _  @.5) 


. Соотношение (2.6) показывает, что сопротивление кавитирующего 
тела пропорционально разности давлений в набегающем потоке и ка- 
верне и площади миделевого сечения. Коэффициент пропорциональ- 
ности Ё обнаруживает слабую зависимость от числа кавитации и его 
значения лежат в интервале 0,875 < & < 1. Во многих работах при- 
нимается # = 0,96 при в < 0,03 [80, 130]. 

Физически коэффициент & означает слабую зависимость сопротив- 
ления от распределения возмущенных скоростей вне каверны. По- 
скольку при вычислении сопротивления имеет значение не само рас- 
пределение о„, а интеграл от квадрата этой величины, то конкретные 
законы распределения о, (г} не имеют существенного значения, если 
скорости при г = А (на границе каверны) будут одинаковыми. 

При заданном сопротивлении формула (2.6) может служить для 
определения площади миделевого сечения каверны. Введем коэф- 
фициент сопротивления с, и площадь сечения срыва $: 


2% 
И, = С 5н 5” : 





Тогда, заменяя разность давлений через число кавитации 


АР = РУ, 


получаем искомую формулу 
кб. (2.7) 


2 . 
Полагая $к = лЮ? и 5 = пАн, приходим к формуле для радиуса 
поперечного сечения каверны в миделе 


с. 


Вк= В, | / №. (2.8) 
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3— 14-883 


Все эти формулы относятся к тонким 
кавернам, однако тела, которые эти ка- 
верны образовали, могут быть достато- 
чно произвольными. Здесь только сле- 
дует иметь в виду, что каверны за тела- 
ми с острыми кромками описываются 
этими формулами точнее и в любом 
случае формулы справедливы в средней 
части каверны с гораздо болышей досто- 
верностью, чем вблизи кавитатора и 
02 < замыкателя. Они не справедливы в окре- 
ы -61 = стности точек отрыва, а все свойства ка- 
о Е вернообразующего тела заключены в 
вычисленная по Райхардту (1)  Коэффициенте сопротивления с,. Если 
и Гузевскому (2). кавитатор — тонкое тело, с, Ас», + в; 

если он не является тонким телом, то 
6х == с, (1-- 0), причем с,, — значение коэффициента сопротивления 
при нулевом числе кавитации. Для кавитатора-диска можно рекомен- 


довать формулу 
к. = в, / М9. (2.9) 


Следует подчеркнуть, что многочисленные эксперименты проверки 
формул (2.7) —(2.9) показали их высокую точность. Формула для пло- 
щали миделя каверны получена разными учеными, но практически 
одним и тем же методом. 

Райхардт тоже считал, что для малых чисел кавитации # — 1, но 
все же путем обработки экспериментов нащел соотношение [69, 99] 


&=1— 0,1325. (2.10) 


Вообще следует отметить, что определение значения # из опытов 
связано с известными трудностями, в особенности на малых скоростях 
и при малых числах кавитации. За счет весомости воды каверна «всплы- 
вает», что приводит к некоторому увеличению ее диаметра. Кроме то- 
го, слой воды между свободной поверхностью и каверной играет роль 
линзы и искажает (преувеличивает) истинные размеры каверны. Воз- 
можно, по этим причинам в работе [130] & — 0,9. Поэтому предпочте- 
ние следует отдать теоретически полученному соотношению для коэф- 
фициента & [37]: 





_ _ 1-5 506 
Е = 5650. (2.11) 

График зависимости # = # (0) по формулам Райхардта и Л. Г. Гу- 
зевского приведен на рис. 2.1. Следует помнить, что все формулы прн- 
ближенные, поэтому зачастую вычислять значения # (6) по зависи- 
мостям (2.10) или (2.11) не имеет смысла. ь 
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$ 5. ПРОФИЛЬ КАВЕРНЫ 


Наиболее просто достаточно точное уравнение профиля осесиммет- 
ричной каверны можно получить, исходя из общего уравнения ради- 
ального расширения сечений каверны (2.4), которое с учетом соотно- 
шения (2.6) можно записать в виде 


3. — АР5» (6) = РЗ) —--Ф(0-®. (2.12) 
Чтобы проинтегрировать это уравнение, необходимо знать потен- 
циал Ф (1). Точное его определение является чрезвычайно сложной за- 
дачей. К тому же само уравнение (2.12) является приближенным и 
потому можно использовать столь же приближенное значение и пс- 
тенциала. Его можно определить из интеграла Коши —Лагранжа 


Ф Р.—Р: 
> + Иа (9Ф)? = а ‚ 
в котором значения потенциала вычисляются в неподвижной точке. 
Как уже упоминалось, в силу симметрии каверны относительно миде- 
левого сечения потенциал в точках контура этого сечения равен нулю. 
Если следить за расширением поперечного’ сечения каверны $ (2) в не- 
которой неподвижной плоскости, то точки контура обладают ско- 


ростью р и перемещаются вдоль г со скоростью Ю. Поэтому интеграл 


Коши—Лагранжа имеет вид 


9'Ф 5 0Ф 1 ДР 
ПГ. 


Здесь штрих указывает на то, что потенциал относится к подвиж- 
Е: 9Ф _ р 
ной системе координат, причем --- = К. Проинтегрируем это уравне- 
ние с учетом того, что АР = соп$, 


1 
Фи [85-99 
# 


Первое слагаемое под интегралом, представляющее собой квадрат 
скорости расширения, мало, а величина в квадратных скобках в ми- 
деле равна нулю и является малой на большей части каверны. Можно 


показать, что [81] 


АР И = АР (1 — 91) 
Фо и --(-5- (1-94-59. 09 


„ 01 
Видно, что при малых числах кавитации величиной -;— можно пре- 
небречь. 


3* 35 


Теперь уравнение (2.12) принимает вид 


5-5 9+ 6:—-9=0 


и его интегралом служит функция 
$0 = 5$ -+С(-— в). (2.14) 


Постоянную С можно определить из начального условия при # = 0. 
В этот момент сечение каверны начало образовываться, иными слова. 
ми, в плоскость наблюдения вошло сечение срыва. Если его площадь 
$ (0) = 5, то 


50-5.[1- ( -=)( -=“. 2.15) 


Перейдем к системе координат, неизменно связанной с кавитато- 
ром. Тогда при х = Уз уравнение (2.15) можно записать следующим 
образом: 


у 





7: (««—х)/* 
р 


Отсюда следует, что при х=1 это есть уравнение эллипса с полуосями 


а=Вк; е = ы: . 
У! — к? 

что величина х всегда несколько меньше единицы и весьма близка к 
значению. х = 0,85. Поэтому уравнение (2.15) при х => 1 будет пред- 
ставлять собой некоторую кривую, близкую к эллипсу, но несколько 
«полнее» эллипса в начале и в конце. Тем не менее даже при х < 1 
уравнение (2.15) ‘неудовлетворительно описывает профиль каверны 
вблизи кавитатора. Мы не касаемся здесь хвостовой части каверны, 
там вообще уравнение (2.15) теряет смысл. При экспериментах было 
замечено (и более поздние расчеты это подтвердили), что вблизи ка- 
витатора форма каверны не зависит от числа кавитации и близка к 


кубической параболе вида 


ви-вут+к=. (2.16) 








Сравнение с экспериментами [80] показывает, 


Исходя из этого, можно рекомендовать рассчитывать профиль кавер- 
ны до некоторой точки х; по формуле (2.16), а после нее — по {2.15). 
Естественно, что в точке х = ж радиусы каверны, вычисленные по 
формулам (2.15) и (2.16), должны быть равны. Опыты показывают, что 
формула (2.15) хорошо описывает каверну уже на расетоянии х =2Ю, 
от кавитатора. Приняв эту точку за «точку согласования» двух кон- 


туров (2.15) и (2.16), находим, что В, = Р (х!) = У ТЕ, А 1,92 К„. 
Далее, считаем, что сечение радиусом Ю: является фиктивным кави- 
татором, с которого срываются струи каверны. Тогда она будет опи- 
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сываться уравнением, аналогичным уравнению (2.15): 


5: Е 2 
= 1—1 
$05113) 1 | (2.17) 
Если же в момент { = 0 в плоскость наблюдения входит сечение 
срыва кавитатора радиусом В», то площадь произвольного попереч- 
ного сечения каверны с учетом переднего («кубического») участка сле- 
дует рассчитывать по формуле 









и 5$. |1+ М <, т 
! 5: В 
а 


Видно, что если положить {= # — &, получим формулу (2.17). 
Весьма похожее (хотя и менее обоснованное) решение для профиля 
осесимметричной каверны дали Биркгоф и Лумис [11]. Они тоже ис- 
ходили из законов сохранения энергии при наличии сопротивления 
среды, однако кинетическую энергию вычисляли, исходя ‘из плоского 
течения, считая, что вся она’ передана кольцу жидкости с радиусами: 
внутренним Р и внешним\ >> А. Если учесть, что масса элементарного 
объема жидкости, приходящейся на единицу длины каверны, 


Ат = рА$ = ргага6, 


а скорость радиального расширения 


д, = ВЁ/, 
то кинетическая энергия кольца каверны запишется в виде 
м $ | 
ТЕ) | 9274748 = поки. (@.19) 
ок 


Поскольку изменение кинетической и потенциальной энергии равно 
работе против силы сопротивления ь, то 


прЕ?Ё? шп -: -- лЕАР = 1. (2.20) 
Вводя число кавитации с и коэффициент сопротивления с. и переходя 
к координате х = Уз, получаем дифференциальное уравнение 
, ф р 
2. (ВК = с, В —о№, п=Ш ®. (2.21) 
Биркгоф и Лумис рекомендуют для ф выбирать функцию, равную пК, 
ни — значительно болыне единицы. Отсюда сразу можно найти ра- 
днус миделевого сечения каверны, поскольку В’ (х) = 0 прих = жк. 


Следовательно, 
р 


ВВ’ =. (2.22) 
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Эта формула совпадает с формулой (2.8) при & = 1. Уравнение 
2р (ВЕ = «(8 — Е) 
можно проинтегрировать и получить выражение для радиуса произ- 


вольного поперечного сечения каверны (конечно, при условии, что 
в = ©0154) 


р 5 2 
= (к И +]. 
Поскольку Ё (хк) = В», то 
ИЕ 
С= — к | . 
Но если потребовать, что А (0) = Ю„, получим 
с= Ув. 


Сравнивая эти величины (знак выбираем минус), получаем формулу 
для полудлины каверны 


Зе р аи 
ь-У в - АУ. (2.23) 
Теперь’ уравнение меридиана каверны можно представить в виде 
У 
В (х) = Е — 3 (— ж)ь, (2.24) 
либо 
К = 1—9 (+ Ва Иже 2 
к— у (#— 55 В (с. — в). 
Недостатком этого решения является наличие в нем параметра ы, 


определить который в рамках данной теории невозможно, если не 
вводить каких-либо дополнительных предположений. 


$ 6. ДЛИНА КАВЕРНЫ И ЕЕ УДЛИНЕНИЕ 


Формулу для длины каверны можно получить из формулы (2.17), 
записав ее в системе координат, связанной с кавитатором 


(= ва! ( =) (-=}. (2.725) 


р то обстоятельство, что производные от радиуса из фор- 
мул (2.16) и (2.17) в «точке согласования» должны быть равны. По- 


скольку 
У 
вое (1— *)( =). 


воги-^, 


то при х = х, получаем 


=. 


Учитывая, что В? = ме, находим 
20% _ К 5. х 3,6949 х 
ЕК. 28 (1-3: (1-#)- 91 )('- =). 


Если учесть, что полудлину каверны [„ составляет величина х, -- 

+ х, то жк = Г, — ж, тогда последнее равенство запишется в виде 
оЁк 1,92 х [ х. х 
дв 708 1) 


Ка 
Хх: 
При малых числах кавитации отношение =^ мало и в первом приб- 
к 








лижении им можно пренебречь. Тогда 


5 _ 192 50 6.26) 


С В в," 


А приближенно приняв х, ^2 охк, получим 








о 1) Та о 27 
в та. | Ё +, ей 


Для диска в работе [8] формуле (2.26) придан вид 
ок 


зря 1,92 — 3. (2.28) 


Заметим здесь, что приближенных формул для определения дли- 
ны каверны известно несколько. Все они в той или иной степени раз- 
личны. Так, Л. А. Эпштейн нашел соотношение [134] 


ыы = 145 (2.29) 
н 


в котором число кавитации о! учитывает влияние поля силы тяжести: 
в 


ны к 
= ак 


Здесь 4, = 2; РГ? = УУеа,; в, — искривление оси (всплывание 


сечения) каверны в миделе. р | 
Для каверны в невесомой жидкости Л. А. Эпштейн рекомендует 


зависимость [134] 





м 2.30 
И ыы 
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ксторая достаточно хороша для диска и тупых конусов. В более позд- 
нем исследовании Эпштейн дал еще одну формулу [135] 


1% _ 131 / 
А, 6 Е ` 


Однако она, по нашему мнению, гораздо менее точна и занижает зна- 
чение полудлины каверны, в особенности при малых числах кавита- 
ции. 

Райхардт, обрабатывая результаты экспериментов с дисками, ко- 
нусами и сферами, получил более сложную зависимость полудлины 
каверны от числа кавитации [69, 99]: 


= _ 640.008 У, 

В 615(0,066-- 170) А 

а для радиуса миделевого сечения 
К 

В. — о ° 

Здесь коэффициент & определяется выражением 

Е=1— 0,132 уо. (2.32) 


Как было показано, Биркгоф и Лумис для основных размеров ка- 
верны получили соотношения р 


ке. Ё 2—0) 
-И =; =-у 9 


н с ° 


(2.31) 





Имея выражения для радиуса миделевого сечения и полудлины 
каверны, можно ‘получить следующие формулы для удлинения: 
по Г. В. Логвиновичу 











Улюс, 
по Л. А. Эпштейну 
= 1,67 ; 
по Биркгофу ЕО 
д=У -2№ (1—6). и 
| т ( с. }; в = пл. 


ОО последнего соотношения надо сказать, что оно не 
и ро ее Мет, если выбирать п не зави- 
ния. Если же выбрать п такое, чт = 
о п = 
из предыдущего выражения для Л при с < с; получим и 


2 пхл^ 


Де (2.33) 
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Постоянная 9, вообще говоря, зависит от числа кавитации и ее выбор 
определяет степень соответствия экспериментам.('Ниже будет показан 
характер этой зависимости, а пока ограничимся упоминанием, что 
такую же зависимость с = с (А) нашел В. В. Серебряков [110] и ус- 
тановил, что 7 ^> 0,605. В самом же деле это значение постоянной х 
является лишь нулевым приближением, которое ‘оказывается доста- 
точно точным лишь при весьма малых значениях числа кавитации. 

Подобную формулу получил также О. Г. Тайц, с той лишь разни- 
цей, что найденная им постоянная %, = 0,54. 


$ 7. ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРИИ ТОНКИХ ТЕЛ 


Аппроксимацию каверны тонким телом и представление обтека- 
ния последнего с помощью обтекания гидродинамических особеннос- 
тей, распределенных на оси каверны, использовали многие исследова- 
тели, но начало было положено С. С. Григоряном [36]. Используя асим-. 
птотическое представление потенциала, справедливое вблизи оси 
каверны, 

Ф(х, г) = — 28 (х,) Шг--... {2.34) 


и выделяя главные слагаемые в кинематическом и динамическом ус- 


ловиях на границе каверны, он получил для определения квадрата 
радиуса каверны следующее дифференциальное уравнение: 


и Зи ми+(-5-} = 40и, и= 3. (2.35) 


Все производные по координате х, входившие в кинематическое и 
динамическое условия, выпали из этого уравнения, ибо относились к 
слагаемым более высокого порядка малости. Следовательно, от коор- 
динаты х функция и (х, й) зависит, как от параметра. Иными словами, 
уравнение (2.35) описывает расширение каверны в плоскости х = 
== сопз{, потому этот процесс и зависит от условий только в данной 


плоскости. 
Уравнение (2.35) можно привести к уравнению в полных дифферен- 


ди 
циалах, если умножить правую и левую части на -5; и разделить на и, 


9 д и 
Можно видеть, что 


ди ди ди 1 [ди 240%. 
2-9 би пи + (=) = 5. 


[5] = 5-м. 





9! 9 
Интегрируя в пределах от { до {к, получаем 

(5 } ши = 46 (и — ик). (2.36) 

9 
Здесь использованы те условия, что 
. 9 
ыы 21 мк 
41. 


Поскольку далее 
ди 46 (и — и») 
я- Е и Ши '’ 


то связь между ии { неходится через интеграл 
У ше +2754. (2.37) 


Постоянную С (х) можно определить из условия при {Ё = 0 (или & = 





„). 
В средней части каверны п и 2 п ик. При этом допущении ин- 
теграл в левой части уравнения (2.33) можно вычислить 


Уи-шиш = + Ио (+С()). 
Отсюда видно, что при {= С(х)=-— и, следовательно, 
Ии—иш) тик = ЕУв(1— в) 
или, разрешив это уравнение относительно функции и, 


ик 1—1), 


Пик 
Поскольку при Ё = 0 и == и,, то 
о 
Ик — Ин== пи (2.38) 


я уравнение для и приводится к уже привычному виду 


и 2 
и [- ( -=)( _2 
{ к и, =} |. (2.39) 
Если в качестве линейного мас: 
штаба, применяемого при получени: 
и 
безразмерных величин, используется полудлина И. ты а 
ка обозначает размерные величины), то ь 





у 5 
== .- АТ, 
[к 1к 


тогда соотношение (2.38) можно записать через удлинение каверны 


1 Аз 
(+) ло 


к 


Второе слагаемое всегда мало и его можно опустить, но чтобы не на- 


логарифма множитель х< |. 
лжна была бы зависеть от чис- 
ения, поскольку от этих пара- 
я ется та же зависимость о (Л), 
4 


которая вытекает и из теории Биркгофа 


а = А. х (2.40) 
Для определения постоянной х, нет дополнительных условий и потому 
в рамках этой теории тоже приходится прибегать к сравнению с экс- 
периментами. Поскольку, однако, функция логарифма является мед- 
ленно меняющейся величиной, его можно заменить постоянной. Если 
10 < Ал —< 20, т. е. каверна достаточно вытянута, то ПУЛ = 2и 
из соотношения (2.40) следует приближенная связь числа кавитации 
с удлинением 


ы: 2—2. 
Кк Ус 
Если обратиться к выражению для удлинения, полученному в рамках 
энергетического подхода Логвиновича, то у 


А= (2.41) 





1,92 — За 
А УЕ. ЕЕаде (2.42) 


откуда и видно, что соотношение (2.41) следует из соотношения (2.42), 
если в —0. 

Сравнивая решения задачи об отрывном осесимметричном обтека- 
нии тел вращения, полученные в рамках методов Логвиновича, Бирк- 
гофа и Григоряна, видим, что они приводят к одним и тем же резуль- 
татам относительно формы профиля каверны и ее удлинения. Что каса- 
ется основных размеров каверны, то наилучшее приближение к опыт- 
ным данным обеспечивает теория Логвиновича и Биркгофа. Теория 
Григоряна не позволяет найти хорошее выражение для площади миде- 
левого сечения, что подтверждают непосредственные расчеты [97]. 

Уравнение С. С. Григоряна было дополнено Ю. Л. Якимовым, кото- 
рый частично учел влияние на каверну кавитатора и замыкателя [138]. 
Если обозначить Хо и х, координаты начала и конца кавитатора, а хз — 
координату смыкания струй, то для функции и можно получить сле- 
дующее уравнение; 


р ша __ дебьд бе бож „Г ее.04: 
ты 9 = А) \ «9 ы #9‘ 


в котором штрих обозначает производную по переменной х, ад (х, ) — 
плотность распределения особенностей в представлении для потен- 
цнала, связанная с функцией и соотношением 


1 ди 
а) =б—ч 9 ` 


Если течение стационарно, интегралы можно вычислить н для ка- 
верны за тонким конусом, замыкающейся на такой же конус, получить 
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уравнение вида 


ити + 6 оо 240) хо Убяи 
и-- р?" 25 Жо шт УЕ ЗЕ 


жа —х У а 


2и (х.) } 
Е ь—хрт ж-—х-- Уб, хи ° 243) 
Ясно, что при одинаковых кавитаторе и замыкателе 
и) _ 1 от 
и = т = 1 5, (2.44) 
где у— угол раствора конуса, а, кроме того, 
ид = и (и) =28,18-. (2.45) 


Ряд расчетов по уравнению (2.43) выполн Э 
В. Н. Рыков [97], которые, обознач а | 
о Кей юзначая правую часть уравнения (2.43) 


то | | = В(х, и, и’, о}, (2.46) 
, 1 ы 
Ри, о) = и |-- + 20 + Ца, «)]. @.47) 


Уравнение (2.46) можно 
ы один раз проинтегрировать и в дальн 
иметь дело с уравнением первого порядка ее а 


и (х) = и (0) + ( Е (хи, ш, о) ах. (2.48) 
* 0 


ны ЕЯ а Успешно решается методом последовательных 
| : в правую часть уравнения (2.48) вмес 

Есл й то и (х) 
подставить решение С. С. Григоряна как нулевое приближение иь © 


то. получим приближенное й 
тт ри выражение производной первого приближе- 


и (х) = и, (0) + (Е (*, ши, ‚ в) ах. (2.49) 
5 


Поскольку в миделе каве 


ны (п = 
оне рны (при х = х) производная равна нулю, 


и, (0) + [ Е(х, и» и, , 0) 4х =0 (2.50) 
5 


ни служить для определения первого приближения значения по- 
ины каверны хк при заданном ч 

исле кавитации о. Интег 
уравнение (2.49) еще раз, находим значение и: (х). Заменяя в 249) 
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ио на ил, определяем из (х) и х?} ит. д. Процесс последовательных при- 
ближений оказывается быстро сходящимся: два-три приближения уже 
решают задачу. Э. В. Нарышев и В. И. Рыков в своих расчетах задава- 
ли не число кавитации, а полудлину Хх» и из уравнения (2.50) находи- 
ли число кавитации о, использовав которое в уравнении (2.49), оп- 
ределяли в (х) и и, (х). Если известно число кавитации и необходимо 
вычислять полудлину каверны, приходится решать уравнение (2.50), 
в которое искомая величина входит пределом интегрирования. Здесь 
сложность задачи зависит от вида функции Р (х, и, и’, о). Когда функ- 
ция такова, что интеграл может быть взят в конечном виде, задача оп- 
ределения полудлины хк упрощается. Если же интеграл вычислить не 
удается, то можно рекомендовать, например, метод Ньютона. Обозна- 
чая левую часть уравнения (2.50) Оз (хх), получаем | 


Ок (дк) = 0. (2.51) 
Нулевое приближение корня обознечим х®; его можно найти, зная 
и. Предположим, что функция 0, (хк } дифференцируема в точке хо. 
Тогда функцию 0,(%к) можно разложить в окрестности точки х®в 
ряд Тейлора и, ограничившись линейным приближением, получить 
9, (43) + би — 8) =0. 


Корень этого уравнения будет первым приближением к корню урав- 
нения (2.47) 


{0) 
Х 
2 = 0 — т 
^” % ® 
Аналогично находятся более высокие приближения 
1) 
% 8 
О О |= д а 
Жо = 0 Ч® › {=12,. (2.52) 
0 “ко, 


Ясно, чтб этот метод применим при условии 9, (4) 0. Учитывая 
специфику уравнения (2.46), видим, что 

9, (0) = Е» 6), 
и потому вместо формулы (2.52) для вычисления корня получаем 


6 


ВЕ Ви АНН „53 
Ех, ие, о, 9) в 


НО — хх 
Жо = 2 


Наконец, когда найдено значение х„, корня уравнения (2.50) с соот- 
ветствующей точностью, вычислим (опять же по формуле (2.50)) зна- 
чения и, (х) и и:(). По этим значениям затем строим уравнение для 


второго приближения Е 
ши=ш®- { Е (щи, ‚ в) ах. (2.54) 
[1 


45. 


Это уравьение снова используется для нахождения методом Ньютона 
уточненного значения сначала полудлины каверны и затем значений 
и, (х) и и (х). По аналогии с уравнением (2.46) имеем 


4) (0) + [ Ешь щ, ах =0 
0 


и, следовательно, 
{0 
НО = о — __ бе 
м Рош, в) 
При этом в качестве х® можно взять значение же. 


Этот подход, т. е. когда при заданном числе кавитации определя- 
ется полудлина, более громоздок, чем подход, когда по заданной полу- 
длине находится число кавитации, однако он более физичен ы 

Выше мы говорили, что в качестве нулевого приближения можно 
взять решение С. С. Григоряна (2.35), Упростив его, считая кавитатор 


малым. Тогда 
их 
що“ (2—-=), 


к к 





и = _ =) (2.55) 


2 
к к 


Связь между число 
м кавитации и характеристикам 
чения в этом случае записывается в ре - а. 


ОХ = — Ик Ш ик. 
Переходя в уравнении (2.55) к радиусу сечения, имеем 


к. ——_ 
Е У == 
ви ыы}. 
Это — уравнение каверны, 
нечно малым сечением сры 
в Находится в сечении х 
ределим уравнением 


(=) 2-2 Ая 
к) =.) = в = 0. 


Учитывая малость кавитатора, 


образовавшейся за кавитатором с беско- 
ва. Предположим, что кавитатор радиуса 
= х,. Тогда координату этого сечения оп- 





получаем 
ев _ 8. _. _ #9 
к 282 2%, С 


Ураанение каверны, сечение срыва ст 


пачале координат, а при х = х., и 


запишется в виде 


Е У ( Е 2 
8 = У 1 [1 | (1—5 
т #1 ==). 
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Отсюда видно, что если х, «< хк, то в средней части каверны слагаемым 
х, можно пренебречь, тогда придем к известной формуле (2.35). Иными 
словами, обе формулы одинаково хороши в средней части каверны и 
плохо описывают поведение ее границы, особенно кривизны вблизи 
кавитатора. 

Для сравнения возьмем два примера. Каверна за диском при 
в = 0,05 (хк = 35Е,) в сечениях х/Ю,=2; 10; 30 характеризуется 
радиусами К/К, = 168; 3,01; 4,15. Это расчет по формуле (2.35) 
Более точный расчет Л. Г. Гузевского дает знечения: А/К, = 2,1; 
3,2; 4,20. Аналогично у каверны за конусом с углом раствора у=45° 


Хк 2Ис,, 
в 


при <= 0,1 в = = 10} знечения радиусов, рассчитанных 
н 


по формуле (2.35), в сечениях х/К„==4; 6, 8 будут: А/К, = 1,08, 
1,64, 1,78. В то же время расчет по Л. Г. Гузевскому дает 
Е/К„ = 1,65; 1,75; 1,85. Таким образом, можно утверждать, что при 
0,5 < х/хк< 1,5 формулы типа (2.35) достаточно хорошо аппрокси- 
мируют поведение меридиана каверны. Для каверны за диском и 
конусами с тупыми углами раствора эта «средняя часть каверны» 
еще более расширяется. Так же расширяет диапазон «средней части 
каверны» и формула Г. В. Логвиновича (2.17). Удовлетворительные 


результаты она дает на интервале 0,25 < = < 1,75. Следовательно, 
к 





когда речь идет о средней части каверны, то надо понимать ту ее 
часть, которая расположена к кавиатору не ближе, чем на четверть 
полудлины каверны. 

В заключение параграфа упомянем о последних работах Ю. Л. Яки- 
мова [139—141], имеющих непосредственное отношение к рассматри- 
ваемой теме. Изучая условия, позволяющие отбирать физически ре- 
альные решения, которые описывают установившиеся потенциальные 
течения идеальной несжимаемой жидкости, Якимов [139] рассматри- 
вал течения при малых начальных давлениях и больших скоростях 
(течения с кавитацией). Он показал, что в отличие от его более ранних 
работ можно получить решение задачи об отрывном обтекании осесим- 
метричного тела потенциальным потоком идеальной жидкости, обла- 
дающее необходимыми асимптотиками на бесконечности. Более подроб- 
но этот вопрос развит в работах [140, 141}, где получены уравнения за- 
дачи об осесимметричном срывном обтекании тонкого тела, учитываю- 
щие влияние концов каверны и обеспечивающие необходимую асимп- 
тотику на бесконечности. В отличие от уравнения, приведенного в 
[138], в стационарном случае имеем 


1 МА 1 их ы: + 
ИА у — 4У&—я-2щ 


: ы 


> я 

4 Ус, — + 2и 

Здесь Р. — потенциал особенностей, распределенных по кавитатору; 
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с 
=. 


` 


^ — функция, связанная с искомой функцией и и при условии | < 
« 1 ^ аппроксимирующаяся выражением 
д 
по я У@Е- [, — х-- У — + 2щ ° 
В этих двух формулах использованы безразмерные величины, в кото- 
рых в качестве линейного масштаба принимается величина 2Ус.в.. 
Влияние концов каверны (кавитатора и замыкателя) отражают два 
последних слагаемых левой части уравнения и, кроме того, функция 
^. В настоящее время Ю. Л. Якимову удалось вычислить первый нн- 
теграл этого уравнения и получить формулы для площади миделя ка- 
верны и ее длины. Заметим, что в работе [1391 Ю. Л. Якимов нашел 
также уравнение, описывающее форму тонкой каверны с учетом сжима- 
емости жидкости. Оно отличается от приведенного выше лишь нали- 
чием множителя 1 — М? (М — число Маха) при втором слагаемом. 
Приведенное выше уравнение справедливо для всей длины кавер- 
ны (конечно, в рамках той теории и тех допущений, в которых оно по- 
лучено). Если рассмотреть его в точке интервала (х‚ -|- Дх, х»› — Ах) 
и выбрать Ах таким, чтобы величина Р., оказалась пренебрежимо ма- 
лой, то тогда в системе координат, связанной с точкой х, при ха=92Г, 
получим уравнение вида 


^^ 


Ш» Ш 


(1 ВЫ ЛЕ и. и 1 63 [6 
ми ор м Рау Ни. 


4 


Можно показать, что оно эквивалентно более простому уравнению 


а Ш 
са ра = Чи. 


из которого следует, что 


42 (22 — х)? 
пб — 


С — 40и. 
Поскольку в миделевом сечении и, = 0, то С = 40ик и уравнение для 
формы каверны преобразуется к следующему: | 
2 
о 2 (2. х) 
и п т = 49 (ик — и). (2.56) 
р я это уравнение с уравнением С. С. Григоряна в форме 
м зы - что отличаются они видом функции, стоящей под знаком 
а ‚ 3 миделе каверны обе они оказываются равными относи- 
" площади миделевого сечения, однако по мере приближения к 
я каверны расхождение будет расти. 
р а асимптотик решения при в ->0 Ю. Л. Якимов 
р - я для вычисления ‘площади миделевого сечения в 
или, если перейти к размерным величинам, 5*== 


С. 
= 5". 
те Иными словами, для площади миделевого сечения он полу- 


зил выражение, которое следует из теории Биркгофа или из решений 
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Г. В. Логвиновича при # = 1. Но поскольку из решения Г. В. Лог- 
виновича со всей очевидностью имеем А < 1, отсюда вытекает, что и 
уравнение (2.56), как и те, из которых оно получено, является прибли- 
женным в той же мере, как и уравнения Г. В. Логвиновича, хотя 
начало и конец каверны они должны описывать лучше, 


$ 8 МЕТОД ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 


Попытки применения этого метода к решению задач осесимметрич- 
ной кавитации предпринимались многими исследователями, однако 
наиболее существенные результаты к настоящему времени получены 
Л. Г. Гузевским [37—39], Э. Л. Амроминым и А. Н. Ивановым [2, 3, 
55]. В работах Гузевского эти методы доведены до высокой степени 
совершенства во всех звеньях исследовательского процесса: получе- 
ние разрешающих уравнений, разработка и реализация вычислитель- 
ных алгоритмов и анализ результатов. Особую ценность представляет 
богатый фактический материал в виде таблиц, графиков и упро- 
щенных зависимостей. В настоящее время это наиболее точные резуль- 
таты, охватывающие широкий круг кавитационных течений. Учитывая 
важность и практическую ценность результатов Гузевского в осесим- 
метричной кавитации, приведем ряд графических зависимостей, имею- 
щих место в течениях за кавитирующими дисками и конусами. 

Если зависимость между сопротивлением, разностью давлений и 
площадью миделевого сечения записать в виде 


И, = ЕАРЗк 
и отнести сопротивление к площади миделевого сечения 


у? 
У, = скЗк и , 





то для коэффициента сопротивления по площади миделя ск получим 
выражение . 


Ск = №0, 


показывающее, что этот коэффициент сопротивления пропорционален 
числу кавитации. Учитывая, что # 2= 0,96, говорим, что практически 
коэффициент сопротивления по площади миделя равен числу кави- 
тации. Это чрезвычайно важная зави- 

симость, ибо она свидетельствует о * 

том, что с уменьшением числа кавита- 
ции снижается и сопротивление. При п; 
этом весьма важно и то, что этот ^ 
коэффициент сопротивления не зависит . 

от формы тела. Все эти выводы, по- дь. 

лученные из простейшей теории Г. В. 005 35 5.3 
Логвиновича, нашли блестящее под- Рис. 2.2. Зависимость коэффициен- 
тверждение в точной теории Л. Г.ГУ- та сопротивления по миделю от 
зевского. На рис. 2.2 сплошная ЛИНИЯ — чнсла кавитации. 


4—4-893 ч9 





8 в в #60 065 Г % @ 56 


Рис. 2.3. Зависимость коэффициента сопротивле 
Н 
ре чи) при личных зиачениях а ны О 
2—7; 3—1у=60°; 4 — уж 45°; 5 — у==30°; б-у=ы 9,5, 7 Н 
от угла раствора (штри : ий 
о оне ини) при различных значениях числа кавитации 


Рис, 2.4. Зависимость длины каверны за 
кон 
ых прееричных аночениях угла рей т вы 
у 00; 42455; 5 — = 30°; б — ужа15° лураство- 
ра (штриховые линия) при различных чела Ре а 


соответствует расчету с„ для кавитир 
те г ующих конусов с угл - 
ра 2 = 30 -- 180°; она показывает, что # = 0,95 ре. 


Л. Г. 
м а расчетным путем показал, что зависимость козф- 
. ротивления по площади сечения срыва с, от числа кави- 


тации тоже линейна, однако 
ры ‚ од она несколько отличается от общепри- 


2х 29 с», (1 -- 0), С; А с», + в. 


Это иллюстри 


рует рис. 2. 3, от 
конусам. Так р » относящийся к дискам и не очень тонким 


› для конусов с углом раствора 2% >> 90° 
С; = С, (1 + 1,050). 


Для конусов с углом аствора 2 90° лучше т зависимость 
р < у подходит за 


ро 2 
Е (2.57) 
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Рис. 2.5. Зависимость максимального радиуса каверны за конусамн от числа 
кавитации (сплошные линии) при различных значениях угла полураствора (1 — 
у=90°; 2—у=75°; 3—у=60°; 4 —у=45°; 5 —у==30°; 6-—у=22,5; 7—у= 
=15°) и от угла полураствора (штриховые линни) при различных числах ка- 
витации. 

о, 


Рис. 2.6. Зависимость комплекса В, УЕ от числа кавитации (сплошные лннии) 
н 
х 





при различных значениях угла полураствора конуса (1—у=90°; 2 —у==60°; 
$3—у=45°; 4—у=30°; 5 —у=22,5; 6 — у=15°) и от угла полураствора ко- 
нуса {штриховые линии) при различных значениях числа кавитации. 


которую в свое время одним из первых предлагал О. Г. Тайц. Он же 
дал и аналитическую зависимость с„, (у): 


с = 3 [1-09 (1 3 ти чат) |. @59 


которая лостаточно хорошо описывает поведение функции сх, (7) при 
2} < 90°. Достоверность зависимостей (2.57) и (2.58) для тонких кону- 
сов видна также из рис. 2.3, где даны графикн с, ($) для различных чи- 
сел кавитации. 
[ой ". 
Выше было показано, что величина и слабо и почти линейно за- 
висит от числа кавитации о. Рис. 2.4 подтверждает это лишь для в >> 


4* 5} 





> 0, 1. В области малых чисел кавитации эта зависимость явно нели- 
нейная. Характер этой нелинейности весьма слабо а от величи- 

5 к 
Кн 
раствора конуса существенно нелинейна в широком диапазоне изме- 
нения чисел кавитации (рис. 2.4). 

Столь же важны графические зависимости радиуса миделевого се- 
чения от числа кавитации при различных углах раствора конуса, как 
и зависимости его от угла раствора при различных значениях числа 
кавитации (рис. 2.5). Ценность этих графиков не только в том, что они 
могут быть использованы в непосредственных инженерных расчетах, 
но и в том, что они служат эталонами при построении различных при- 
ближенных аппроксимаций. Сравнение с ними показывает также дос- 
тойное место некоторых ставших уже общепринятыми приближенных 
соотношений осесимметричной кавитации. 2 

Расчеты Л. Г. Гузевского наглядно показали также существен- 


ок - 
ную зависимость величины рус = Г» от угла раствора конуса при 
х 





ны угла раствора конуса, хотя зависимость величины от угла 


немалых числах кавитации и малых углах раствора. Если в < 0,1, 
то лишь для углов 27 >> 40° можно считать, что указанный выше ком- 
плекс не зависит от угла 7. Этот результат далеко не очевиден и из 
приближенных теорий не вытекает. Поэтому рис. 2.6 несет не только 
практическую ценность, но и новую научную информацию. 

Следствием отмеченного явления есть и различие удлинения (или 
величины, ему обратной) каверн за тонкими конусами при немалых 
числах кавитации, что и иллюстрирует рис. 2.6. 

Заканчивая краткое описание результатов, полученных Л. Г. Гу- 
зевским при изучении кавитационного обтекания конусов и дисков, 
хотелось бы отметить, что развитая им теория дает в руки исследовате- 
ля инструмент, с помощью которого в настоящее время можно доста- 
точно точно рассчитать все характеристики течения. Большое коли- 
чество графиков позволяет получать эти характеристики без предва- 
рительных и зачастую сложных расчетов. 


—_д—— 


ГЛАВА 3 


ТЕЧЕНИЯ 
В ПРОДОЛЬНОМ ПОЛЕ 
СИЛЫ ТЯЖЕСТИ 


ООВ 


Несомненный интерес представляет исследование поведения сво- 
бодных границ при входе тела в воду. Из большого количества во- 
просов, возникающих при рассмотрении этих задач, сосредоточим вни- 
мание на случае, когда тело движется с постоянной скоростью вдоль 
(или против) вектора ускорения силы тяжести, а влиянием свободной 
поверхности жидкости можно пренебречь. В этом плане выполнено 
несколько работ, из которых упомянем здесь [8, 12, 40, 48, 72, 92, 113, 
148]. Они содержат как теоретическое, так и экспериментальное иссле- 
дование движения свободных границ в продольном поле силы тяжести. 
Но если работы [57, 72, 92, 93, 113] основаны на применении теории 
тонких тел, то в работах {8, 12, 50] использован «энергетический» под- 
ход, ‘справедливый не ‘только для тонких тел. Они имеют отношение 
фактически к свободным границам, удаленным от кавитатора и за- 
мыкателя на некоторое немалое расстояние. Общим в этих теорети- 
ческих исследованиях является. то, что‘сами свободные границы, рас- 


. сматриваемые как_линии`тока, образуют тонкое тело. Взаимоотноше- 


ние этих двух подходов, их общность и различие достаточно подробно 
проанализированы. в работе [81]. 

Здесь необходимо отметить, что поскольку нас интересуют лишь 
пространственные течения, то работы по плоским течениям упоминать- 
ся практически не будут, хотя в этом направлении литература гораздо 
богаче [62, 72, 112, 113, 143, 162]. 

Основной особенностью движения свободных границ в продольном 
поле силы тяжести является непрерывное изменение поля давления 
вне каверны, что ведет к переменности разности давлений в окружаю- 
щей жидкости и каверне. Иными словами, в этом случае число кави- 
тации, определенное как отношение разности давлений к скоростному 
напору, уже не постоянно, а зависит от местоположения свободных 
границ даже при постоянной скорости кавернообразующего тела. По- 
этому теории, основанные на постоянстве разности давлений, уже не 
применимы для исследования течений в переменном поле давления. 
Однако некоторые из них допускают простые обобщения. 


$ 1. ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ 


Уравнения формы тонких каверн в продольном поле силы тяжести 
можно получить, исходя из основных уравнений гидродинамики тон- 
кого тела, как это делалось раньше в случае невесомой жидкости [36, 


53 


138]. Потенциал скоростей течения около тонкого тела можно постро- 
ить как потенциал течения около источников, расположенных на оси 
тонкого осесимметричного тела. 

Совместим ось х цилиндрической системы координат х, Г, 9 с осью 
тонкого тела и направим ее в сторону, противоположную движению те- 
ла. 

Используем асимптотическсе выражение для потенциала, справед- 
ливое вблизи оси тела, 
(Е, Е 
ф(х, г, 0 = { = уши д. 


а 


Плотность источников \(х, ) будет определена ниже, а неизвестную 
функцию [(х, 1) свяжем с искомой плотностью * (х, #, выразив ее 
через другую неизвестную функцию фр (х, 1) ь 


1, д = 2х) ШС, 0. 


Этим самым фактически выбрана нулевая эквипотенциальная поверх- 
ность г = (х, #); потенциал . 

— РЕ 1 

ф(х, г, д = — 2 (дм $05 {3.1} 

описывает течение в области около оси х до внешней границы г = 

=1р (х, 0. Чем ближе рассматриваемая точка пространства к оси х, 

тем лучше функция (3.1) описывает данное течение. 
Поскольку в качестве тонкого тела здесь рассматривается тонкая 


каверна, на ее границе должны быть выполнены кинематическое и 
динамическое условия: 


9 _ 08 % _ К) } 
( а к № Ма (8.2) 
р | СЫЮ. 109) 
9! 2 (-& ] 2407 } р ь 
Предполагая движение вдоль вектора ускорения силы тяжести (по- 
гружечние) и обозначая Ро давление жидкости на уровне кавитатора 
(Рк —. давление в каверне), видим, что 


Р—Рк Ро— рёх —Рк , 
Ра Ы Ф | 
Подставляя в (3.2) асимптотическое выражение (3.1) потенциала, 


справедливсе вблизи оси каверны, и учитывая, что ф ^^ =? ш г, где 2— 
параметр тонкости каверны, получёем 


д № 
4 9’ 
так что вместо соотношения (3.1) имеем 


%(х, 1) = — 


г 


д. 2 
ф(х, г, 9=- ии. (3.4) 
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Используя это выражение в уравнении (3.3) и опять оценивая слага- 
емые, получаем некоторое обобщение уравнения С. С. Григоряна 

02, В 1_[/ д.2 2 

Ав + (97 о 3.5 

д 7 т. ( о э | (. Ц ) 
| ут (а } Е 
Здесь о, — число кавитации, вычисленное по разности давлений на 
уровне кавитатора и в каверне; Ег;, — число Фруда по масштабу дли- 
ны [*, в качестве которого можно использовать полудлину стационар- 
ной каверны в невесомой жидкости при числе кавитации 0%. В этом 
уравнении введены безразмерные величины. В качестве основных раз- 
мерных величин, которые будем отмечать звездочками, использова- 

: . 
лись: [к полудлина стационарной каверны, Уз — скорость движе- 
ния кавитатора, р* — плотность ‘жидкости. Часто бывает удобным 
й * 

использование линейного масштаба К, радиуса сечения срыва. В 
этом случае безразмерные величины будем отмечать чертой. 


Учитывая тонкость каверны и малость величины Ю в ее средней 


части, уравнение (3.5) можно упростить еще, опуская второе слагае- 
мое и, кроме того, полагая 


Тк 
ш% = Ш (* =) А 1 (ХЛ) = в = сопз, (3.6) 


Вводя плошадь поперечного сечения 
$ == лЕ? 
и учитывая указанные допущения, имеем 
223 
в -бв- + 10 (0 =0, (3.7) 


где 


2 
6 =%— =. 
1 


Уравнению второго порядка (3.7) необходимо придать два условия. 


„С учетом специфики задачи оба эти условия можно задать в момент 


‘прохождения сечением срыва плоскости наблюдения. В этот момент 
можно считать заданным сечение срыва: $ (0) = $н. Значение же про- 
изводной определим, применяя теорему об изменении кинетической 
энергии кольца каверны, которое начинает радиально расширяться 
после срыва струй с кавитатора. Ввиду тонкости каверны считаем, 
что в начальный момент (момент срыва) вся энергия образовавшегося 
жидкого кольца заключена в его кинетической энергии, которую в 
случае радиального расширения легко вычисяить: 
2пг* 


т" -6 | |. к } гагтав = пр" К-т 
вк 








т В* * 


Заметим, что производная Ю* должна вычисляться в начальный мо- 
мент времени. 
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В этом выражении г* — достаточно большое значение внешнего ра- 
диуса жидкого кольца. Это фактически некоторая условно выбранная 
граница, дальше которой в рамках принятых допущений влияние ка- 
верны не распространяется. Обычно г* составляет несколько значений 


В*. Отождествляя эту границу с функцией $ или близкой к ней, полу- 
чаем 





шем (=) = #щ (3 к“) = волю = в 


Поправочный коэффициент # здесь введен потому, что, если г = $, вся 
энергия расширения отождествляется с кинетической энергией кольца 
каверны с внешним радиусом г = р; отклонение от этого и учитывается 
коэффициентом #. 


Формула для кинетической энергии жидкого кольца на единицу 
длины каверны принимает вид 


Т* = пр*Ёр (В* В"). 
Если ввести силу сопротивления кавитатора 


у? 
Я, = 6х г Зь 


где с,— коэффициент сопротивления, 


и воспользоваться теоремой 
об изменении кинетической энергии, 


то приходим к соотношению 


пр*Ар | АВ“ \2 _ ту. 
а (=) = 
Отсюда и получается начальное условие для производной от площа- 
ди сечения 
4$ 3. 
ав, // ЖЕ. _ @9 
Коэффициент А, как б 


Уудет показано ниже, совпадает с таким же 
коэффициентом, введенным Г. В. Логвиновичем, и его значение близ- 


ко к единице. Постоянную Х тоже можно выбрать из сравнения с 
решением для стационарной каверны. 


8$ 2. СТАЦИОНАРНОЕ РЕШЕНИЕ ь 
Имеем задачу Е 
425 
Рода + пб, = 0, (3.9) 


=. 4$ | _ 2с 
с ыы 
решение которои 


Зе +8, Ех ей. 60 
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Замыкая каверну на тело радиуса А„, для длины каверны получаем 


те 2 2, 
‚ м= В, г тр (3.11) 
Поскольку решение (3.10) симметрично относительно миделевого се- 
чения, то координата миделя вычисляется по формуле 


2с. 
= № Е 
Жк = ты у д 


Подставляя это значение х» в (3.10), получаем выражение для пло- 
щади миделевого сечения 


При малых числах кавитации второе слагаемое намного больше пер- 
ВОГО И МОЖНО ПОЛОЖИТЬ 





$ = $ (1 + 


с 
00 


5 = 5. (3.12) 


Сравнивая это выражение с соответствующими выражениями, полу- 
ченными в работах [80, 134], приходим к выводу, что # ^> 0,96, хотя, 
вообще‘ говоря, постоянная Ё должна зависеть от числа кавитации. 

Определим: постоянную 9%. Для этой цели найдем удлинение ка- 


верны 
у 2 
А = У в“ 


Возводя в квадрат левую и правую части этого равенства и вспоми- 
ная, что ро = шуД,, приходим к уравнению 


2 
о. = 12, 
решение которого можно записать в виде 


2 
ев, 8.19) 
Ло 
Поскольку удлинение Ло осесимметричной каверны в невесомой р 
кости приближенно можно считать зависящим только от числа т 
тации, то постоянная Хх тоже зависит от 0%. Это можно Е Вы 
рассмотрев Ло (0%). Так, по данным Г. В. Логвиновича, Л. и С 
штейна, Гарабедяна и Райхардта, соответственно формулы д 
, 
линений имеют вид 


А. — 20 = 3.24805 (3.14) 
° Ус 09) 
1,67 (3.15) 


№ = узаты' 
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Таблица 1 








А» (00) (06) в (06) 

ь 344) | 6.15) | (3.16) | 847) 8.18) 319 | 6.18) 

д 
0,25 2,2642 2,9814 2,3548 2,1018 | 2,4365 | 0,862 | 0,74 
9,20 2,9149 3,4021 2,8410 2,5616 2.9412 0,808 | 0,86 
0,16 3,6160 3,8764 3,3843 3,1065 | 3,5090 | 0,763 | 0,98 
0,15 3,8289 4,0129 3,5563 3,2814 | 3,6870 | 0,752 1,02 
0,10 5,2840 5,0252 4,8080 4,5763 |.5,0000 | 0,698 1,25 
0,08 6, 1829 5,6701 5,6119 5,4455 | 5,8478 | 0,671 1,37 
0,06 7,4638 6,6088 6,8476 6,7460 | 7,1557 | 0,649 1,53 
0,05 8, 3566 7,2739 7,7404 7,6821 8, 1051 (‚636 1,64 
0,04 9,5469 8, 1715 8,9706 8,9552 | 9,4188 | 0,625 1,77 
0,025| 12,468 10,412 12, 147 12,147 12, 836 0,611 2,06 
0,02 14,087 11,669 13,986 14,000 14,827 0,608 | 2,20 
0,01 20,344 16,584 21,459 21,687 |22,988 0,611 2,64 
0,006 | 26,483 21,452 29,200 30,621 31,454 0,618 297 
0,002] 46,252 37,231 55,743 72,046 |60,559 0,646 3.67 

И 
л,= у о в (3.16) 
—__ 40,008 
Ао бо (0,066 + 1,76.) * у (3.17) 


Здесь следует оговориться, что ф 
$ ормула Логвиновича более всего 
Е случаю каверны за диском. Сравнение формул (3.14) 
и (3.15) показывает, что результаты расчетов по ним совпадают при 


О Следовательно, в диапазоне 0,1 <в <0,15 они весьма 


Л. Г. Гузевский [37] дал св 
лее точную, чем все остальные, 
кавернообразующего тела 


ою аппроксимационную формулу, бо- 
и, главное, учитывающую особенности 


Ло = 11, 0925 — в (д Ум =. (8.18) 
Постоянную & рекомендуется определять по формуле 
В = 15005 _ | 
1456,20, › (3.19) 


а функцию д (7), где ф — угол полураствора конуса, выражением 


= _4 (90° — 19) 
& (у) = 30 оду 
Видно, что постоянную & можно п 
приближенно. Например, при оо= 
равна 0.96 и 0,91. Но поскольку в 
сама №, а значение У, соответстве 
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ринимать равной единице лишь 
0,01 и 6%=0,1 она соответственно 
еличину удлинения определяет не 
нно равное 0,98 и 0,955, то погреш- 











ность такой замены при 
0.<0,1 будет меньше 5 %. 
Можно заметить, что ап- 
проксимационная формула 
Л. Г. Гузевского для дис- 
ка практически совпадает 
с формулой Гарабедяна. Во 
всяком случае, они разли- 
чаются в той степени, в 
которой множитель 1,0925 
УЕ отличается от едини- Ё 
цы. А это отличие при 0 008 008 012 ° 


= = Рис. 3.1. Зависимость величины Х, от числа ка- 
ОТ = равно . витации (сплошная линия) и линейная аппрок- 
0,07 и0,04, иными словами, ° симация х (штриховая линия). 
2 ция Хх Р 


остается около’5 %. 

Значения удлинений, рассчитанные для различных чисел кави- 
тации по всем приведенным выше формулам, показаны в табл. 1. 

Сравнивая их с наиболее точными, полученными по формуле 
Л. Г. Гузевского, можно видеть, что каждая из формул хорошо приб- 

- лижает значения Л. к условно точным только в некотором диапа- 
зоне чисел кавитации. Они создавались на основе экспериментов и 
теоретических. аппроксимаций. Наиболее удачно аппроксимируется 
диапазон 0,01 < в < 0,1.`При со > 0,1 и о < 0,01 ошибки аппрок- 
симаций быстро нарастают. В диапазоне 0,01 < = 0,1 наименее 
точны формулы Л. А. Эпштейна и Райхардта. Если учесть, что при 
55 > 0,Т и 6, < 0,01 формула Райхардта приводит к ошибкам, боль- 
шим, чем все другие, то при пользовании ею следует особенно тщатель- 
‘но следить за областью применимости. Но в наиболее благоприят- 
ной области 0,01 < 0% < 0,1 эту формулу можно несколько изменить. 
округлив числовые значения коэффициентов 

№=-—® 409 —. (3.20) 
бо (0,07 - 1,766) 

Итак, имея значения Ло (60), можно вычислить и значения пос- 
тоянной х. Пользуясь формулой (3.13) и принимая за основу НА 
Ле, рассчитанные по формулам Л. Г. Гузевского, получаем КЕ 
х, приведенные в последней колонке таблицы. а. х г. о 
ражено на рис. 3.1. Видно, что при 0,02 < 00 а аи а 
Х (0%) линейна и ее хорошей аппроксимацией может слу у 


х= 0,6 - 0», 
хотя гораздо более точной будет аппроксимация 
х. = 0,58 + 1,150%. 


Имея аппроксимацию для х (60), можно формулу (3.13) и 
собить й Для вычисления зависимости между числом кавитац у 


линением 











2 
(0.6 - ое = 2". в 
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Прологарифмировав это выражение, имеем 


21п (0,6 - 90) Ло 


9) = 
о 28 


(3.22) 
Уравнение (3.22) можно тоже использовать для вычисления зависи- 


мости 9 (Ао). Здесь эффективен метод последовательных прибли- 
жений 


21 (0,6 010) де 
о А 
Ло 

Надо отметить, что соотношение (3.22) представляет собой доста- 
точно точную связь между числом кавитации и удлинением. Эта 
связь тем точнее, чем меньше число кавитации. Но даже`для сравни- 
тельно больших чисел кавитации она дает вполне приемлемую точ- 
ность. Так, при 0% = 0,25 расчет по формулам Л. Г. Гузевского дает 
Ло = 2,4365. Рассчитанное по формуле (3.22) методом исследователь- 
ных приближений число кавитации при Л. = 2,4365 равно в% = 
= 0,242153. Как видим, число кавитации отличается на 3 %. Если 


же по этому числу кавитации во = 0,242153 вычислить удлинение ка-. 


верны по Гузевскому, получится значение Лу = 2,5043, отличие в 
а составит менее 3 %. При этом числа кавитации занижают- 
ся на | 

Принимая величину х постоянной, можно получить более прос- 
тую форму связи во (о), чем формула (3.2), однако, как теперь 
видно, это было бы лишь нулевое приближение в вычислении числа 
кавитации. Как показывает формула (3.22), это приближение может 
быть приемлемым, если о < 0,06. Например, в случае 0, = 0,1 за- 
висимость (2.22) при у, = 0,605 [13] дает значение о = 4,462 вместо 
Ло = 5,000 по формулгм Л. Г. Гузевского, имеющим погрешность 
около 0,5 %. Погрешность нулевого приближения при 0% = 0,1 сос- 
тавляет еще около 11%. 


При малых числах кавитации эта погрешность может быть свя- 
зана с числом кавитации, если заметить, что 





1п (0,6 + в0) А, = о,6 Ау пп (1 + 55) = 0,6Ао - 6 


первое слагаемое близко к двойке. 
отношением 


При вв < 0,1, когда Ло > 10, 
Тогда погрешность выразится со 
6— = . 
риближений в оценочных расчетах, 
ции: НИ 0. Однако это имеет о мя «ое й р 
и. о ПРОЛИЖеНИЯ растет весьма быстро. 


риближение для числа кавитации 
00 = 0,127933, что на 54% ниже условно точного значения 
60 


погрешность нулевого пр иближе 





6, = 0,25. В то же время удлинение каверны при 0®, рассчитанное 
по формулам Л. Г. Гузевского, составляет величину Ли == 4,1624 
что на 71% превосходит условно точное значение № = 2,4365. 

Отсюда практический вывод о том, что формулой нулевого приб- 
лижения (при х = 0,605) можно пользоваться лишь для каверн, уд- 
линение которых не менее Ль = 8, что соответствует числам кавита- 
ции 65 < 0,05. Тогда погрешность не будет выше 5 %. 


$ 3 ПОГРУЖЕНИЕ КАВЕРНЫ 


Определив постоянные Ё и %, входящие в основные уравнения 
задачи, можно приступить к исследованию формы каверны в продоль- 
ном поле силы тяжести. При погружении функция с (1) (переменное 
число кавитации) выражается через число кавитации во (по разности 
давлений на уровне кавитатора} и число Фруда по полудлине кавер- 
ны соотношением й 


2 


6 (1 = — Е 





` Поэтому начально-краевая задача для уравнения (3.7) будет выгля- 


деть следующим образом: 
415 2 \_ 
в 25 + ( -= ) —0, (3.23) 


$0=5» | =аВ, 


= 


в= и" : (3.24) 


Решением задачи (3.23) является 


1 в В 3.25 
Е 80 = 5 + 5 СВ! — 5 в + БЕТ ° (3.25) 


где ` 





. Напомним, что все величины здесь безразмерные, а в качестве линей- 
вого масштаба принята полудлина Г, стационарной каверны при 


бо. Часто бывает удобно линейным масштабом выбирать радиус се- 
чения срыва В* как величину, не зависящую от числа кавитации. 

Е Й |- 
Такие безразмерные величины будем обозначать чертой, тогда, нап 
ример, уравнение (3.25) принимает вид 


ея _ в 
5 Я =в-+ 1 4— тай + 5. (3.26) 


Символ Ег обозначает число Фруда по диаметру сечения в т 
Итак, решения (3.25) или (3.26) свидетельствуют о том, о 2 тру. 

жающаяся с постоянной скоростью каверна, внутри ко р: и 

держивается постоянное давление, описывается функциями (3. 
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(3.26), представляющими собой кубические параболы. Влияние по- 
ля силы тяжести отражает последнее слагаемое, содержащее старшую 
степень и число Фруда. Более слабое влияние силы тяжести заклю- 
чено в постоянной р, а следовательно, и в с. Однако параметр | из- 
меняется мало. 

Из уравнения типа (3.26) сразу вытехает важный вывод о том, 
что форма передней части каверны зависит весьма слабо как от вели- 
чины числа Фруда, так и от числа кавитации. й 

Закон измси ния площади поперечного сечения вертикальной ка- 
верны, как видно из уравнений типа (3.26), зависит от постоянных 
9, Еги р. Две первые характеризуют режим течения и задаются. 
Параметр № надо определить. С этой целью можно рекомендовать 
метод последовательных приближений. В качестве нулевого прибли- 
жения можно задавать то значение д = щи, которое соответствует 
стационарному решению задачи в невесомой жидкости 


= — 42. 


Это. однако, не очень удобно, поскольку Ш надо специально рас- 
считывать, а соответствует оно только начальному этапу расчета. Если 
согласно приведенной выше таблице рассмотрим значения Шо для 
различных чисел кавитации, то для 0% = 0,1; 0,08; 0,04; 0,02 и 0,01 
получим ро = 1,25; 1,37; 1,77; 2,20 и 9,64. Если теперь учесть, что 
наличие поля силы тяжести ведет к понижению чисел кавитации, то 
можно сделать вывод, что в качестве нулевого приближения для па- 
раметра м следует выбирать значение ро == 2. При таком значении 
Во вычисляются длина и диаметр миделевого сечения каверны и оп- 
ределяется первое приближенное значение удлинения А, вертикаль- 
ной каверны, по которому рассчитывается новое, уточненное значг- 
ние параметра д = р; согласно формуле 


4 = МУА.. 
Производя новые вычисления длины и диаметра каверны уже при 
р — №, определяем и новое значение удлинения Ла, а затем 


а = ШХА,. 
И так до тех пор, пока параметр р не будет найден с необходимой 
точностью. Это значение параметра р и принимается за расчетное, 
соответствующее данному числу кавитации ох, числу Фруда Ег и фор- 
ме кавернообразующего тела, информация о котором заложена в 
коэффициент сопротивления с,.. При этом полезно помнить, что пос- 


кольку р каверны не может быть по крайней мере менее 2, 
то и > 0,5. . 


$ 4. ОСНОВНЫЕ РАЗМЕРЫ КАВЕРНЫ 
ЦРИ ПОГРУЖЕНИИ 


Чтобы определить длину каверны, 
(3.25) или (3.26). Поскольку, однако, м 
ется на тело определенного радиуса, т 
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надо найти нули функции 
ы считаем, что каверна замыка- 
о полагаем, что при # = й функ- 


ция $ (1. принимает значение 5,, как ив каверне Рябушинского в 
невесомой жидкости. Отличие состоит только в том, что рассматрива- 
емая каверна уже не будет симметричной относительно миделевого 
сечения. Итак, полагая $ (8 = $,, находим два корня этого уравне- 


ния | 
З Ее 8сВ, 
= Е (1 1]. 
ГЫ р Зозрг. 


Третий корень Ё = 0 определяет время начала образования каверны. 
Если бы решалось уравнение $ (1) = 5, то корни были бы следую- 


щими: 
= 3 — 46 
ити (1 ко у! Е 


Поскольку площадь поперечного сечения каверны не может быть 


отрицательным числом, то с длиной каверны следует отождествить 
меньший корень 


2$ ЗА ) 
в фыва а И ве- 62 


= з 4с 
я-то ва (! — у: — ява ). 


Заметим, что эти ‘формулы переходят одна в другую, если учесть, 
что 


ых 








2 
ЕЙ = о Е. 
к 


Ббльший корень Ь определяет еще один нуль функции $ (И — 5. 
Таким образом, функция ‘5 ()—5» равна нулю при {=0, ВБИ ЕЫ, 
при этом на интервале 0 < #< & она положительна ‚ а на интервалах 
пЗЕЗЬиЪ-<ЬЕ оо ее знак зависит от соотношения параметров 
в, и Рг. Существование. нулей этой функции` связано с определенными 
допущениями, а именно с условием, чтобы подкоренное выражение 
было положительным 


4с 
622 >. (3.28) 
Исследуем поведение функции 5 (1) — $н на каждом из этих ин- 


тервалов при условии (3.28). Вычислим стационарные точки функ: 
ции 5 (2. Ее производная 


< 1 а пы 3.29 

5 = 5 2 — в + РИ (3.29) 
имеет нули в точках 

; баг? ВЕ тт) 3.30) 

= — ( + У: о ЕР 9 


‚ 63 





или в линейном масштабе К» 


О ь ) (8.31) 


2 }° 
05 Ег 





Эти стационарные точки действительны при условии 
08 ге > с. (3.32) 


Если оно выполняется, то меныший из нулей производной определя- 
ет координату миделевого сечения каверны 


Тов (1 — — 22а_ 
к =- ое ( (и: РТ); 
ра с 
о 


(3.33) 


Подставив, например, & из (3.33) в уравнение (3.26), получим вы- 
ражение для площади миделевого сечения каверны 


Зена И] Це 
$1 [ И! ти 


оо Е =“ 
-——(-И-з=)- о 


Этому выражению можно придать и другой, возможно, более ком- 


пактный вид, выразив значение радикалов через величину &, соот- 
ветствующую координате миделевого сечения. Тогда имеем 


Зе [с— 209 (1 — Е )|. 


2 ег? 
65 Ег 





Площадь миделевого сечения удобно вычислять также и по общей 
формуле (3.26), придав ей вид 


$@=1 + [09 (1 —вет)]. 


Чтобы определить кривизну контура каверны, вычислим вторую 
производную Е 


[2 = 2 
я 5" Ф=-бФ®-+ Вт. 
Переходя к радиусу поперечного сечения, находим 


Ш э- (= га %— 9) 7 (8.35) 


Я 
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Значение кривизны в точках 2 имеет вид 
г = 
К” (1.2) = Е _9°_ У! ЕННЬ: ВН 
( 1 2) 2 | Е, 


Отсюда вытекает, что Ю” ()<0 и К" {#)>0. Иными словами, в 
точке ай функция К (0, как и $51), имеет локальный максимум, а в 
точке {, — локальный минимум, причем необходимым условием су- 


ществования точек минимума и максимума является неравенство 
038 >2сЁ„. При оз Ег2 = 2сК,; эти стационарные точки сливают- 


ся в точку минимакса, или точку перегиба #2 =0,Рг. Это говорит 
о том, что вид функции $ (1), описывающий закон изменения площа-. 


ди поперечных сечений вдоль оси каверны, существенно зависит от 
режима течения. 


Имея координаты миделя (3.33) и конца каверны (3.27), можно 
определить относительное местоположение миделевого сечения 


$ | с 
‚ (-Иса=) 


ие: о 
т ры — 
| 3(1 и 1 от ) 


При больших значениях 92Е:2 можно получить более наглядную 
оценку А’ 


= 


2 
< 3. 





= 
— 


к (ея). 
о 120% Е 


Мидель каверны при погружении, таким образом, сдвинут от ее се- 
редины к кавитатору: Максимальная величина этого сдвига отличает- 
: ` , з | 
ся для каверны с точкой заострения, когда -_ = 3. 
1 


``$ 5. АНАЛИЗ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ПОГРУЖЕНИЯ 


Решение задачи о геометрии свободных границ при погружении 
с постоянной скоростью вдоль вектора ускорения, как мы видели, 
представляется формулами (3.25) или (3.26) и (3.27), (3.33) при ус- 
ловиях (3.28) и (3.32). Определяющим параметром в них является 
комбинация оЕг, которая может принимать различные значения. 
Величиной этого параметра характеризуется поведение решений зада- 
чи и, следовательно, описываемое этим решением течение. Сама струк- 
тура зависимости решения от параметра о$Р:2 позволяет выделить 
следующие интервалы его изменения: 


‘ос; РМ = 6; 


54-893 65 


4 
с< ЕР 3-6; 


ое = с; ОЕ >* с. (3.26) 


© 


Рассмотрим более подробно поведение решений на этих интерва- 
лах значений 02 Ег?. 


Случай оз? < с. Функция $ (, определенная выражением 
{3.26), представляет собой монотонно возрастающую функцию вре- 
мени, не имеющую ни нулей, ни максимумов, ни минимумов. Строго 
говоря, решение (3.26) в этом случае не описывает физически реали- 
зуемое поведение свободных границ (рис. 3.2). з 

Случай 1 г? = с. При этом конкретном значении параметра 02 Ег2 
кривая $ (1) тоже монотонно возрастает с течением времени, однако 
она имеет точку перегиба 

= с 

= 05 =. 
В этой точке минимакса производная функции $ (д равна нулю, а 
вторую производную (3.35) можно представить в виде 


= 1 ? 

1$ личи (1+). 
#2 

Отсюда видно, что в точке # = й,› функция 5 () меняет знак кри- 


ВИЗНЫ: ДО ТОЧКИ 12 кривизна отрицательна, после нее — положитель- 


на. Значение самой функции $ в точке минимакса оказывается не 
зависящим явно от числа Фруда 


3 
00 Ем 





За =1+ =1+ 





45 
Зв, о ` (3.37) 


Этот случай вряд ли может представлять физический интерес. Он, 


ТОЛЬКО позволяет утверждать, что в реально реализуемых течениях 
02 Рг? >> с. Иными словами, он имеет значение лишь- при определе- 
нии минимального значения параметра 02 Е. ь 














ьюьооы 








Рис. 3.2. Распределение радиусов вертикальной каверны по ее длине при раз- 
личных режимах течения (1, 2, 3 — простые замкнутые каверны; 4 — предель- 
ная каверна; 5, 6, 7 — разомкнутые каверны). 
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4 
Случай с << 02 г <. При значениях о? РГ? из этого интервала 


функция $ (В) все еще не имеег нулей, кроме как в точке $=0. Од- 
нако она имеет две стационарные точки. Поэтому на таких режимах 
течения функция 5 (6) представляется кривой, возрастающей при 
0< {< Ь, убывающей при & << и опять возрастающей при 
+>Ь. Точку Ё теперь можно отождествить с координатой миделе- 


вого сечения, а точку Ё,, в которой функция 5 @) принимает мини- 
мальные значения —с концом каверны: 


9! (: у! т. (8.38) 


— г Г. 
п бы! +И Анн 


`Но каверна: в этом случае (если о ней можно вообще говорить) 
все еще не замкнута. Можно, однако, считать ее условно замкнутой 


на тело с площадью сечения $ (К). 


Значения функции $ (8 в этих условных точках миделя и конца 
каверны получаются следующими: 


(1 -ут-)- 
ы р (1 ’ 1-я): 8.39) 
обыч ие (1+3. У'-==)- 
. 3 НЕ ЗИ: 
= 


Нижняя формула (3.39) соответствует площади поперечного сече- 
ния тела, на которое можно полагать замкнутой каверну. 














Случай 0$ т? == 5 с. Этот случай соответствует каверне, замкну- 
той на тело радиуса К. Функция $()—5н теперь имеет одив 
нуль, который отвечает длине каверны 

2 = 3 26 
=“ 2—= —_. .4 
1-6 = 5, (8.40) 
Имеет она максимум и минимум. Максимум можно отождествить 
миделевым сечением. Его координата ] : 


2 
Зо * (3.41) 


Минимум функции совпадает с концом каверны. В этом случае лег- 
5* ь ‚ 6 





&=- ое = 














Рис, 3,3. Форма предельной каверны. 


ко вычисляется и площадь миделевого сечения 
р 32с 
Чи Е .42 
5 =1 79 ° 6.42) 


которая опять для этого частного вида течения явно не зависит от 
числа Фруда. Отмеченная независимость характеристик миделевого 
сечения от числа Фруда на самом деле только кажущаяся. Действи- 
тельно, допустим, что при некоторых значениях во и Ег осуществля- 


4 
ется такое течение, что 03 Ех? = -;-с. Мидель каверны в этом тече- 


нии определяется формулами (3.41) и (3.42), в которые число Фруда 
явно не входит. Но если теперь изменить число Фруда, то, чтобы не 


нарушалось условие 02 РГ? = о, необходимо изменить и число ка- 


витации, что сразу же приведет к изменению & и $„. Если, напри- 
мер, число Фруда увеличить вдвое, то вдвое надо уменьшить. число 
кавитации. Это приводит к двойному увеличению длины каверны, ко- 
орлинаты ее миделя и почти двойному увеличению площади. миделя. 
Отсюда следует, что площадь миделевого сечения каверны, движу- 
щейся вдоль вектора ускорения, меньше, чем у каверны, рассчитан- 
ной для невесомой жидкости при в = 0. 

Вычисляя вторую стационарную точку функции 5 (0 в этом те- 
чении, находим 


ь= в Ей 1, 


Значит, минимум функции $ (0) совпадает с точкой замыкания кавер- 
ны и схематически график ее можно изобразить так, как показано на 
рис. 3.3. 

Здесь в случае наличия точки заострения следует иметь в виду, 
Что числа кавитации, Фруда и постоянная р, связаны соотношением 
303 г? = 4. Заменяя с и р их значениями, получаем функциональное 
соотнощение 


Е 
з(1 +5) РИ 


ИИ , 
32с 
«У: 22а, 
+ 2700 





8 
< РИ = 2, п 


из которого видно, что при наличии точки заострения числа кави- 
тации и Фруда нельзя выбирать произвольно. Задав, например, чис- 
ло кавитации 0%, лишь методом последовательных приближений мож- 
но найти то значение числа Фруда (и затем постоянную р), при ко- 
тором реализуется каверна с точкой заострения. . 
Отметим, что уравнение каверны с точкой заострения можно за- 
писать в очень простом виде, если ввести время Ё — момент замыка- 
ния каверны. Если использовать обстоятельство, что в этом случае 
4 


2 т == 
65 ЕВГ? == с, 


то уравнение (3.26) можно записать через постоянную с 


За |1 9 | ==). 


с 4с 





Но поскольку 


то, заменяя в выражении для 5 (1) величину с = той через время 


й, получаем 


50=1 = ('---). 
1 


8 
с = й. —: , 
окончательно приходим к формуле 


3б-ь == ( +} 
$ко я 1)’ 


или, если пренебречь размерами кавитатора, 


КО _ = ( - и к 

Кю ЗУ 1 1 ' 
где Зко, Юко — соответственно площадь и радиус миделевого сечения 
осесимметричной каверны в невесомой жидкости. 

Таким образом, если в качестве масштаба длины выбрать дли- 
ну каверны с точкой заострения, то площадь ее поперечного сече- 
ния, отнесенная к площади миделевого сечения каверны в невесомой 
жидкости, не зависит ни от числа кавитации, ни от числа Фруда. 

Если ввести площадь миделевого сечения, то уравнению для пло- 
щади произвольного сечения можно придать вид 


Используя равенство 








5—5» Вы 
5, —5н > 41 в) , 


где 5, — площадь сечения срыва. 


Случай Е? > > с. Рассматривая корни уравнения $ (2) — $, == 


= 0, замечаем, что существует два действительных его рещения 


2 45 
Ба ор (1 = и! — зака ). 


первое из которых соответствует длине каверны 


Е И ЕВ, 
п-т (1 -и! — эдея )- 


Вычислим значения производной в этих точках: 


5 @а= еее! Е у! Керн: СЕ ) . (8.44) 





(3.43) 


302 Би? 302 га 
4 4с 
2 2 — _—_ 
При 98 Ег > 3 с величина 1 Зо меньше единицы, потому 


корень квадратный из нее болыше самой величины; следовательно, 
5'()<0; $ (@,)>0. Это значит, что минимум функции 5 (8 в точ- 
ке 1,, лежащей в этом случае между точками и, находится в 
области отрицательных чисел, потому собственно каверна заканчивает- 
ся в точке замыкания & = #. Площадь миделевого сечения опреде- 
ляется формулой (3.34) или ее модификациями, а координата № ми- 
деля — формулой (3.33). 

Из формулы (3.44) следует, что при Зо? = 4с производная функ- 
ции $ (0) в точке &, соответствующей концу каверны, равна нулю. 
Наличие в этой точке касательной, параллельной оси каверны, сви- 
детельствует о существовании точки заострения, которой при Зо ЕЁ? = 
=4с оканчивается каверна. 


я Е = . 
Если же Зоо Ег? >> 4с, значение производной в точке Ё можно 
оценить, воспользовавшись разложениями при больших 02 Ег2; 


аи АЕ 


сх 
608 Ег?. в 








Следовательно, угол подхода границы каверны к оси определя- 
ется в основном постоянными р, с, и параметром 0? Е!?. 


Если режим течения таков, что параметр 00? оказывается боль- 
шим, выражения для основных геометрических характеристик пог- 
ружающейся каверны упрощаются. Раскладывая в ряды радикалы и 
ограничиваясь вторыми степенями малых параметров, получаем 


ие с с. 2ис 1 Ра с. 
В 245 ( т )- Е 55 (1 + т. у Е ; 
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РН ИСО ой Эс 1 ЗЕ 
т ы Зори ИУ 5 И 5 , 
$к=1+ (1 еде _, 

: + 302 Ега ) Зибо + 302 1? = 
РВК: 1 Г Зе. 
200 (1 + 02 Егз и % }* 


Заметим, что поскольку в невесомой ЖИДКОСТИ 





7 
Зоо 





(3.45) 


ре с, с, 
к = о, Бо’ о, 








то: площадь миделевого сечения Эк вертикальной каверны и площадь 


миделевого сечения 5но стационарной каверны в невесомой жидкости 
связаны приближенным соотношением 


5. 5» (1 +. ), (3.46) 


302 Би? 


причем это соотношение справедливо при условии, что 94 < 308 Еге, 
т. е. при больших значениях параметра 02 га. 

Из последнего соотношения вытекает, что по мере роста влияния 
поля силы тяжести площадь миделевого сечения погружающейся 
каверны возрастает. Она в любом случае больше, чем площадь миде- 
левого сечения каверны в невесомой жидкости. Однако формулами 
{3.45) и (3.46) надо пользоваться осторожно, выясняя каждый раз, 
в каком диапазоне находится параметр о? Ег?. 


$ 6. ГЕОМЕТРИЯ КАВЕРНЫ ПРИ ВСПЛЫТИИ 

Как уже отмечалось, при всплытии функция © (8) в уравнении 
{3.7) имеет вид 
2 
РГ 


(0 =0 


где 0%-— число кавитации, рассчитываемое по давлению на уровне 
кавитатора. Интегрируя уравнение 





42$ 21+ —0 
вая + 20, + Е (3.47) 


при начальных условиях 


в ре 2, 
50) = 55; 9-88. / , 








(3.48) 


` 7 


для функции 5 (1) голучаем выгажение | 
<= тг ов в 
и =“ —-5— — Ея. (3.49) 


Напомним, что черта обозначает безразмерные величины при вы- 
боре в качестве линейного масштаба радиуса сечения срыва. 

Для определения геометрических характеристик каверны при всплы- 
тии можно воспользоваться соответствующими выражениями для 
погружающейся каверны и знаки ЕЁ (или Ей) изменить на противо- 
положные, Это приводит к таким соотношениям. 

Положительный нуль функции $ ()—$» оказывается единствен- 
ным и, следовательно, координата конца каверны определяется вы- 


ражением 
8сК 
= ов (И т+-дер —! |. (8.50) 


> 3 4 
ев 1), 


причем это решение формально существует при любых значениях 
чисел кавитации и Фруда. ° 
Временная координата миделевого сечения дается следующими 


формулами: 
1 2скК, . 
О 17 чат) . (6.50 


| = 9 12 ть 
Но (И: и '. 


Цля площади миделевого сечения получаем соотношение 


< _ с0% г? 2 
[1+3 ат + | 


ты у я — 1] 6.52) 


Вычислим производную функцию $(8) в конце каверны 








"=: ой — ет ы 


3 4с 
=-—С-+-- 02 ЕР 1-1. 
о (И ы 306 г? |) 
В случае 30 РГ > 4с имеем оценку 
Кол ИСИ 
5’ (1) 5 ( + ЗоРЕН 
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При 30% Р!? << 4с оценка производной имеет вид 


—, =. у З02 2? \ За Ем 302 Вгз 
#5' =—5 (1 290 оо г 
( ) 2 + 4с 46 4с . 


Если же 302 Рг? 2х 4с, то 


т [За р 

5” (1) == (1 ЗЕ я——. 
Таким образом, при любом соотношении параметров угол касатель- 
ной к кривой $ (4) в конце каверны не превосходит величины поряд- 
ка 150°. Это значит, что хвостовая часть всплывающей каверны имеет 
не острую, а несколько округлую, тупую часть. Об этом же свидетель- 
ствует и постоянство знака довольно большой по величине кривиз- 


ны в конце каверны 
28 4 
1+ == |= 
Зоо Ег 





д. |6 ‚ 
@ ^ [+ (1-3 
62 `` 8 с 
16? 2 4роь Ег? * 


Ясно, что в этом случае и миделево сечение каверны оказывается 
сдвинутым ближе к концу каверны. Это вытекает из отношения 


к д с 


1 120 Е? ] * Ой 


Если влияние поля силы тяжести невелико, то выражения для 
геометрических ‘характеристик каверны можно упростить: 


7 - и = 3; 

К 20% 402 Е? 5% в 62 ре? 28 * (3.58 
ПИ А И 38 
С Зо Бгё 6 Ё 62 РР? % /* 


Аналогично для площади миделевого сечения 


г а ОА ОИ Вр, 
=) (де у =). 959 


Сравнивая приближенные соотношения (3.45) и (3.54), (3.55) и вводя 
индексы «п» (погружение) и «5» (всплытие), в рамках линейного приб- 
лижения получаем равенства 


о = = 656) 
50 - $0 = 25. 
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Эти соотношения справедливы при непременном условии, что стацио- 
нарная каверна в невесомой жидкости рассчитывается по давлению на 
уровне кавитатора. Тогда понятно, что всплывающая каверна будет 
расположена ниже каверны погружающейся, т. е. в условиях повышен- 
ного давления, и поэтому ее размеры будут меньше, чем у погружаю- 
щейся. Линейность изменения гидростатического давления с глубиной 
приводит к соотношениям (3.56): насколько геометрические характе- 
ристики у всплывающей каверны меныше, чем у стационарной, 
настолько они больше у погружающейся. 


$ 7. ПРИМЕНЕНИЕ «ПРИНЦИПА НЕЗАВИСИМОСТИ» 


Профиль длинных осесимметричных каверн, образующихся в ве- 
<омой жидкости за быстродвижущимися телами, существенно зави- 
<ит от орнентации оси каверны относительно направления силы тя: 
жести. Принято считать, что при движении, близком к горизонталь- 
ному, для малых чисел кавитации с и больших чисел Фруда Ег про- 
дольный профиль каверны близок к таковому для невесомой жи- 
дкости. Однако весомость все-таки существенно влияет на деформа- 
цию поперечных сечений в конце каверны [18]. 

При движении, близком к вертикальному, незначительна дефор- 
мация поперечных сечений, но зато профиль каверны должен сущест- 
венно отличаться от профиля в случае невесомой жидкости. 

Для вычисления профиля вертикальной каверны в весомой жи- 
дкости можно воспользоваться «принципом независимости расшире- 
ния поперечного сечения каверны», утверждающим, что каждое фик- 
<ированное поперечное сечение каверны расширяется по универсаль- 
ному закону почти независимо от последующего и предыдущего дви- 
жения кавитатора и определяется размерами, скоростью, давлением 
в каверне и сопротивлением кавитатора при пересечении им плос- 
кости рассматриваемого сечения каверны. Этот принцип сам по се- 
бе есть некоторое приближение к действительности, однако надо за- 
метить, что во многих важных случаях результаты, полученные тео- 
ретически, на основе «принципа независимости», оказываются весьма 
близкими к наблюдаемым в опытах. Поэтому на этой основе (в качест- 
ве первого приближения) сделана попытка рассчитать вертикаль- 
ную каверну. Все исходные выводы и положения заимствованы из 
работы [801. 

Как известно, приближенное уравнение расширения осесиммет- 
ричной каверны в невесомой жидкости имеет вид (2.12) 
У. и 

= 4Р5, = АР5 (0 — 000. (8.57) 
Для тонкой каверны в уравнении (3.57) с достаточной точностью 
можно положить Е =х = 1. В последнем слагаемом производная 
относится к некоторому поперечному сечению площадью 5$ {2), фик- 
сированиому относительно неподвижной жидкости. В соответствии 
< «принципом независимости» уравнение (3.57) применимо к описанию 
расширения каждого фиксированного относительно неподвижной 
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жидкости поперечного сечения каверны площадью $ (4), если соп- 
ротивление №, относится к моменту прохождения кавитатором этого 
‹<ечения, когда $ (0) = $н и Рь (в составе разности АР) есть полное 
абсолютное давление на той глубине, где расположено в данный мо- 
мент рассматриваемое сечение. 

Здесь можно напомнить, что (3.57) интерпретируется как уравне- 
ние, выражающее закон сохранения энергии при наличии силы соп- 
ротивления. Из него вытекает, что работа, затраченная кавитатором 
на преодоление силы сопротивления (на единице пути), равна измене- 


нию потенциальной (АР$ (4) и кинетической (-- лоЮФ (0-у.)энергии 


следа на той же единице пути. Когда плошадь поперечнсго сечения 
достигает своего максимального значения 5, = 9 (&), радиальная ско- 
рость ресширения становится равной нулю. 

Равными нулю становятся также потенциал Ф (&,) и кинетичес- 
кая энергия. Поэтому приближенно можно записать, что 


М, = АР (1) = АР5,. 


Это уравнение справедливо при условии постоянства разности дав- 
лений АР в течение всего времени «жизни» рассматриваемого сече- 


ния площадью 5 (в. 
В гл. 2 было показано, что приближенное значение потенциала 


Ф (0 можно найти, исходя из уравнений Лагранжа—Коши, пренеб- 
регая квадратом скорости и считая, что АР = сопз: 


Фо Ае-ы. 


(3.58) 
Здесь также использовано то, что Ф (&.) = 0. 
‚ Подставляя это выражение для Ф (1) в уравнение (3.57) и интег- 
рируя.его при.условии, что 5 (0) = $, получаем зависимость 
. и 2 
$ (1) — $к = ((--). 
$н—5к . 23 
| Уравнение (3.57), как и его интеграл (3.59), можно было бы уточ- 
нить, использовав более точное выражение потенциала Ф (8. Так, в 


(3.59) 





` работе [81] ‘показано, что это уточненное выражение имеет вид 


1 1 \2 
Ф0=-(—5 [-з (==) ]. 
второе слагаемое в квадратных скоб- 
Рябушинского имеет порядок числа 


едовании тонких каверн может быть 
отброшено. Вообще же зависимость (3.59) можно получить и и 
ментально, обрабатывая фотографии стационарных каверн. о 
чение закона (3.59) гораздо шире, оно выходит за рамки стац, р 
ных каверн и в сочетании с «принципом независимости» его можно 
использовать и для расчета а аа а 
Полудлину каверны Хк (или время к 

следующих прос- 

максимальных размеров 5„) можно определить из следующих пр 
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Однако, как отмечено там же, 
ках в средней части каверны 
кавитации и потому при иссл 


тых соображений. Мы уже видели, что для стационарной осесиммет- 
ричной каверны в невесомой жидкости при малых числах кавитации 
величину охк можно приближенно считать постоянной. В этом слу- 
чае абсолютный потенциал скоростей на границах каверны 


“к ® 
Фх =— { от = = (Ик — И, сз ©) 4х = У, (тк — т) У, (к —Х), 
т т 


где хк, Тк — абсцисса и длина дуги миделевого сечения; х, т— 
абсецисса и длина дуги произвольного сечения; соз 4 = 4х. Отсюда 
находится значение потенциала скоростей в сечении срыва (на кром- 


ках кавитатора) 
Ф.=Ф(0) = — Ут» -- Уд. 


Учитывая, что Ук =У, ИТ -- в, получаем 
Фи = —Улк ИТ 6 + Иржк & — и. [(1 5 $)» у 
За время АЁ потенциал скоростей изменится и станет равным 
9. += У, (1+ $) «+49 — вк + 4» . 


Сравнивая две эти формулы и учитывая, что Дт, А Дхь, имеем вы- 
ражение для приращения потенциала 


АФ, = — ИА (6%). 


Эта формула показывает, что изменение потенциала скоростей на 
кромках кавитатора пропорционально изменению произведения чис- 


ла кавитации и длины дуги миделевого сечения. Если потенциал не 
изменяется или изменяется слабо, то 


А (ат,) = 0, 


Если следить за расширением сечения каверны в неподвижной плос- 


кости, через которую в момент # == 0 проходит сечение срыва кави- 
татора, то х = У, Ёи 


ОТк А оХх == с0п$, 








2АР ЗАРЕ ‚ 
бхк = У = к = й 
к Бут ик 2; сопзЁ 
Более точные исследования показывают, что 
АР 


8, = в с, (3.60) 
где аи В — некоторые постоянные. П 
вторым слагаемым можно пренебречь, 
всех случаях универсальной постоянно 
вернообразующего тела. 
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ри малых числах кавитации 
а постоянную а считать во 
й, зависящей только от ка- 





Практический расчет каверны в продольном поле силы тяжес- 
ти можно осуществить в следующем порядке. Пусть мы следим за 
расширением сечения вакуумной каверны, расположенного на глу- 
бине №. Все величины, относящиеся к этой глубине, будем отмечать 
индексом й. Тогда 


И? 
М, — с. Зы = АРьЗнл. 


Но поскольку ДАР; = Ри = ра (й -- #,), где В,-— высота водяного 
столба, соответствующая атмосферному давлению (1, ^ 10 м), то 
имеем 


ЗЫ 3.61 
5. — 2+1)’ (8.61) 
а из уравнения (3.60) находим 

оВИКы: = №6 3.62 
м) в 

Представим формулу . (3.59) в. виде 

: 5, 1 \2 

= а р 3.63 
зы (1 5} (4%) ] о 


Используя соотношения (3.61) и (3.62), получаем и. расчетную фор- 
мулу 

ее [1 (1-9 и. 

5  Ж@-Ь,) „У ааУ А 
Если ввести число Фруда по диаметру `кавитатора и скорости на глу- 
бине.й , 

У ь я 

УЕ» 
то формула приобретает более компактный вид 


р Е 
5. са [1 а т |. в59 
5 +). РИ арг? Вы Я 
При постоянной скорости кавитатора расстояние от кавитато- 


ра.до рассматриваемого сечения будет равно хь = Уз. Если эта 
скорость переменна, то 


| Ргь == 











: 
жь= У, 
0 


м. 

о Фруда тоже будет переменны 

Еы зы "существенной особенностью изложенного выше под- 
, 


хода было использование условия постоянства разности давлений 


7 





Метод можно, однако, обобщить, отказавшись от этого условия. 
Исходя из сформулированного выше закона сохранения энергии , 


залишем 
Тх, ЭТЕС, ВЕТ, 


Кинетическую энергию в соответствии с"(3.57) выразим приближен- 


ной формулой 
т=— Рф. 
Та * 


Потенциальную энергию определим интегрированием 
{ : а 
Е = { АРа5 ФЕ, = { АР$ (1) 4 + Е›. 
0 Г 


Тогда вместо уравнения (3.57) получим 





—-- 0Ф,8 + | АР5а! = Т,—Е., в 
[о 
Дифференцируя это уравнение по времени, имеем р 
Ф.5 = (244. а ыы 5. | (8.66). 
Производную потенциала найдем из динамического. условия 
ен 


Поскольку в средней части каверны слагаемое А? мало (в миделевом 
сечении оно равно нулю), то | 


1 
Ф; Бы Ф, Е { > 4, 
| 
а вместо уравнения (3.65) имеем 
Ф.5 = ^ 5. 


Учитывая выражение для Ф., это уравнение записываем в виде 


ей 

< — АР_& $ (АР 
АР 58 (АР 
>, о, | р ы 


При малых значениях { вторым слагаемым справа можно пренебречь, 
тогда можно считать, что уравнение расширения сечений каверны 
имеет вид . 

= 5$; $ | (3,67) 
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Начальную скорость расширения вычислим из уравнения (3.65) 











при Ё — о: 
1 : [0% 
——7 0,5, = 1, = с.5н р 
Следовательно, 
5% ны 2.5.0 
ХФ, Ф2 


Теперь из уравнения (3.67) имеем 


# 
; $ни2 
50 =— 99 [ АР. 
Г) 9] @-- С, 
Постоянная С, ‘определяется из условия, что $ (4«) = 0: 
к 
6.3.78 (АР | 
С: = сы 5 4. 
0 
Окончательно для площади сечения. каверны получаем формулу 
а \ | х 
$02 
5 (0—5. = 8 а [Ра (3.68) 
| Ф? 9". и ЭР 


Если каверна стационарна, то 
: к 
АР ГАР „Ц _ АР 
-- = 00, Ф,=— \ 5 и= — 5 (3.69} 
[1 
Тогда, вычислив интегралы в (3.68), найдем 


2.5 [# в 
5-1 т) . 8.70) 


к 





Отсюда получаем известную формулу для площади миделевого сече- 
НИЯ ^ 


с, 


5.259 5. (1+ 2) =. 


Поскольку & 
С. 
5к— За =“ ’ 


[2 





то, деля на это выражение уравнение (3.70), получаем еще одну необ- 
ходимую формулу ь 


$5 и). . 3.71 
5—5 Ы (1 2) т ? 
79. 


Если каверна всплывает вертикально вверх, то 
АР _ Ре ЕРУЙ —Рк _ АРь 
р р р 


Тогда значение потенциала на кромках кавитатора определяется вы- 
ражением 





- &У. 


и? 
р 2 





Вычислив интегралы, вместо уравнения (3.68) получим 
сб. 
АР (1+ 


$(0 — $, = 





АР, 
Если ввести число кавитации 0,, то 


25 1 #1 в 
Я И 38 В НИЯ 

2 \2 [ р? ‚ бои. ( 3:2 )] " 
о (1 Ни.) * * = 


Рен удобно ввести число Фруда по диаметру сечения срыва. 
огда 


$0—5$. = 








5—5 - а ы г (=. 


2060г? 


(3.72) 


- Хк 
тде хк— -- относительная координата миделевого сечения. Из 
{3.72) следует (3.70), если Ег?-> со. 
площади миделевого сечения получим 


ь %, 
5% х\1-Р Зорге 


31+ Е ; И ` (3.73) 


200Ег? 








для бесконечно малого кавитатора 





где б— площадь миделевого сечени 
я каверны в невесомой - 
тн, рассчитанная по числу кавитации од. ы т 
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- 
Е } 21. 2АРо 32 а 


Обозначив соЁ!? = ®, исследуем поведение функции 


2х, 


к 


1: Зо 
Жк 


(+) 


на интервале (0, со). Поскольку производная 





Го) = 


Жк 1 ж \ 
(+=) 


Хк 3 
(+2) 
всюду положительна и стремится к нулю при ®-—> оо, то можно зак- 
лючить, что [(@) принимает бесконечно малые значения при ®—0 
и стремится к единице при ®-> со. Следовательно, $к всегда мень- 
ше $ и, кроме того, 5к—5ж при ®- оо. Это наглядно можно 
проиллюстрировгть на примере приближенных формул при больших 
значениях ®. Разлагая в ряд выражение для 5х при 2хк<З® и огра- 
ничиваясь линейными членами, получаем 


к 
бк = бк |1 — Зорге} * 


Второй асимптотически крайний случай малых ® при условии, что 
2х > Зо, приводит к формальному приближению 


и З00Ега |, _ бооР1® 
$к = 5 3х, (1 2, а 


Ро) = 








Последние два выражения показывают, что по мере возрастания вли- 
яния поля. силы тяжести миделево сечение каверны, поднимающей- 
ся вертикально вверх, уменьшается. При уменьшении этого ВЛИЯНИЯ 
миделево сечение увеличивается, достигая $ко при ® ><. При 
этом в качестве основной характеристики влияния поля силы тяжес- 


9. 2 

ти.с учетом того, что овйк= сопзЬ выбирается параметр ооРГ. 
Из уравнения (3.72) можно найти длину каверны. Полагаем, что - 
каверна замыкается на тело сечения $н. Тогда 


везет) 1). (8.74) 


Можно было бы также убедиться, что корнем уравнения 5 (0 =0 


является # = &. 
В рамках этой теории нет возможности определить независимо 


„. Приближе е значение № можно найти последовательны- 
Хк ИЛИ № р: ближенное зна: 





6 — 4-92 


ми приближениями 


Хю = 2Хко, 





- 3 / 8х0 ко 
Хи = = ате(у Е дот? (1 + зав) — | ы 


ы Е 8. д, 
Хин = -5 боРГ2 (и: + Заре (. + Е — 1) 
Можно, ‘однако, поступить по-другому, а именно: приравнять вы_ 
ражения для х; из (3.74) и (3.52). Тогда получим равенство 


1 = дк 
(1+ т). 


которое можно рассматривать как уравнение относительно к. 
Его положительное решение дает значение координаты миделя в виде 


а. 2 Уре, р 
Хк = вР:2 (и, + — свя ^ — у й (3.75) 


Как видим, выражение (3.75) совпадает с (3.53), что свидетельствует, 
с одной стороны, о правильности этих формул, а с другой—0об иден- 
тичности результатов, получаемых в рамках теории тонкого тела и 
законов сохранения. ` 


5. 
Если из формулы (3.75) найдем отношение —Е = и подставим его 

о 
в выражение для площади миделевого сечения, получим еще одну 


формуяу 
с 
ИЕ и: + орг? 


[= И | (3.76) 


—1/ 82 ь ея 
Поскольку с = у. ‚ то ввиду слабой зависимости величины с от 


чисел кавитации и Фруда можно еще раз убедиться, что основным 
параметром, выражающим влияние весомости на размеры кгверны, 


2: 
т произведение осЁг2. Слабая зависимость величины с отб и 
г видна из следующих соотношений. Поскольку 


я И У: ыил. 


то, используя связь между удлинением и числом кавитации из тео- 
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Е 
Е: 





ко 








рии стационарных каверн (3.22), получаем 


с 46.058 м 12,4 с, 
= —_ я ог 


Для тупых конусов, дисков и нетонких тел С, = с, (1 - 0%), по- 
тому сА23,2. Для тонких конусов 6; 22 6», |- 5-0» откуда 


с З,5 Ус, [1 + > (3—5-.]. 


Несмотря на приближенность данных оценок, можно все же утверж- 
дать, что по крайней мере тогда, когда весомость сказывается не 
слишком сильно, величина с от чисел кавитации и Фруда не зависит. 
Если принять в качестве постоянной с значение с = 3, то основные 
расчетные формулы приобретают уже вполне определенные зависи- 


мости р г 
- З 
ки (Итт-)), 


Е 
1+2 -- 
5 и ое? 


4 
== 7 = 
к 1 1—2 
( 3. у оаЕг? ) 
от чисел кавитации и Фруда. Длина каверны при этом вычисляется 
по формуле (3.74), которая теперь имеет вид 


ты 4 
я а а —1). (3.78) 


Эта формула совпадает с (3.50), если в последней положить с = 3. 
Вычислив отношение 
| 3 
2 1+ —1 
(и о? . 
—= о, 
х Ч 1 
ГИ чат) 


00 








(3.77) 














Як 





видим, что оно не превосходит У3/3 при самых малых значениях 
оста, т. е. при самом сильном влиянии весомости. Если это влияние 
‚т. е. 
невелико (ВЕ? со), то 
. 1 1 
Жо +)5. 
= ==(+ доза ) > 
252 
Если же влияние весомости велико (формально о2Рг-> 0), то 
2 _ 20/3 020 „У. 
х 3 (2 — ооРг) 
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Следовательно, в зависимости от влияния весомости миделево сече- 
ние каверны, поднимающейся вертикально вверх, всегда располо- 
жено ближе к ее корме, но это удаление от середины каверны неве- 
лико: 


Уз 


1 Як 
<< з_° 


Аналогично можно было бы рассмотреть и погружающуюся ка- 
верну. 


$ 8. СООТНОШЕНИЕ МЕЖДУ «ЭНЕРГЕТИЧЕСКОЙ» 
КОНЦЕПЦИЕЙ И ГИДРОДИНАМИКОЙ ТОНКОГО ТЕЛА 


По отдельным фрагментам мы уже видели принципиальную иден- 
тичность в первом приближении энергетической и асимптотической 
теорий, основанных на представлении каверны источниками, распре- 
деленнымя вдоль продольной оси. Теперь теоретически установим это, 
оценивая влияние кавитатора и следа за каверной на закон расши- 
рения сечений каверны, расположенных в ее средней части. 

В данном исследовании тонкой осесимметричной каверны в не- 
весомой безграничной жидкости важной составной частью является 
модель течения. Будем основываться на том, что кавитирующее те- 
ло (диск, конус и др.), пересекая неподвижную плоскость наблюде- 
ния, образует в ней отверстие, на границах которого возникают зна- 
чительные радиальные скорости. В дальнейшем это отверстие продол- 
жает расширяться в жидкости по инерции, преодолевая разность 
давлений АР = Ру —Р»х. Скорость расширения, определяемая в ос- 
новном скоростью движения кавитирующего тела, постепенно ‘умень- 
шается до нуля, после чего меняет знак. В момент перемены знака 
скорости величина отверстия (его площадь или радиус для круговых 
отверстий) становится максимальной, а затем начинает убывать, и 
каверна схлопывается. После схлопывания каверны за ней остается 
кильватерный след, в котором механическая энергия, переданная ка- 
витатором жидкости, постепенно рассеивается в ней в форме тепла. 

Такая схема течения, как мы видели, легла в основу всех рас- 
суждений первых параграфов настоящей главы. Развитая впервые 
еще в 50-е годы, она позволила определить геометрию каверны. На- 
ми было показано, что геометрию каверны можно найти и иным пу- 
‘тем, используя метод источников и асимптотическую теорию тонкого 
тела. Интенсивность источников & (Ё, 1) вдоль оси каверны опреде- 
ляется условием непротекания, но к дополнительным источникам, 
распределенным по длине каверны, надо добавить источники, отоб- 
ражающие и кильватерный след. 

Кильватерный след за каверной обычно насыщен пузырьками га- 
за и пара, теряемых из каверны. Если секундный объемный расход 
газа из каверны обозначить (), то эквивалентное сечение газовой 
струи будет О/И, а ее эффект можно моделировать источником мощнос- 
ти О. Следуя Прандтлю, эффект сопротивления кавитатора Як также 
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у 
можно моделировать источником мощности 0, =-у. Таким образом, 


физическую стационарную тонкую каверну можно приближенно пред- 
ставить распределенными по продольной оси ох источниками интен- 
сивности & (5) с суммарной нулевой мощностью 


1к 


{0%=0 


к 


и добавочными источниками мощности 0 -|- 01, помещенными в об- 
ласти смыкания. Необходимо заметить, что точное описание конту- 
ра каверны с помощью источников на оси невозможно, ибо у острых 
кромок срыва кривизна каверны бесконечна, здесь необходимы осо- 
бенности, помещенные на ее поверхности [11]. Метод источников был 


‘использован С. С. Григоряном [36] и позже Ю. Л. Якимовым [138] 


для оценок формы осесимметричной каверны. Развивая этот же метод, 
интересные результаты получил В. В. Серебряков 1110], который 
предложил «кольцевую модель» и нашел первое и второе приближе- 
ния для контура каверны. Он показал, что эллиптическая каверна есть 
хорошее первое приближение, которое совпадает с результатом, по- 
лученным из энергетической теории. 

Модель Эфроса с возвратной струйкой не содержит кильватер- 
ного следа, а энергия, сообщенная жидкости кавитатором, вся уно- 
сится возвратной струйкой. Однако точное решение получено толь- 
ко для плоской каверны. В физической каверне возвратная 
струйка разрушается в области смыкания, эта область пульсирует, 
и каверна стационарна лишь в «среднем». В результате смыкания и 
разрушения струйки возникает кильватерный след, о котором шла 
речь выше. 

Идеализированным приближением к физической каверне явля- 
ется модель Рябушинского; каверна образуется передним кавитато- 
ром и замыкается на симметричном заднем замыкателе; суммарное 
сопротивление такой системы равно нулю, а кильватерныи след от- 
сутствуег. Эту модель удобно использовать при исследованиях, но в 
действительности она не реализуется. р 

Цель этих рассуждений состоит в том, чтобы с единых позиций 
рассмотреть как энергетический принцип, так и метод гидродинами- 
ческих особенностей (источников — стоков). Они показывают, что 
введение логарифмического потенциала в гидродинамике тонкого те- 
ла совершенно эквивалентно допущению о постоянстве суммы потен- 
циальной и кинетической энергии единицы длины каверны. 

Рассмотрим более детально, чем это было сделано ранее, кинема” 
тические и динамические условия. | 

Будем следить за расширением каверны в а И 
ти наблюдения Х, перпендикулярной к оси каверны ох. За т + 
времени 4 граница из точки пересечения о В В и 
в плоскости Х, а частица жидкости 8 со скоростью 9 (Е, 2 перем 
ся в точку 2, выйдя из плоскости $ (рис. 3.4). к 
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Рис. 3.4. Схема перемещения точек свободной поверхности. 
Рис. 3.5. Схема каверны Рябушинского для вычисления потенциала скоростей. 


Потенциал скоростей есть функция координат х, г и времени #, 
т. е. ф(х, г, 0. Скорости жидкости в точке о имеют вид 2 =: и 


д 
ЕР. = 0); скорость перемещения границы каверны в плоскости Х обоз- 


47 — 
$ _ 98 
начим Ю == р * 


Очевидны следующие соотнощения: 


где а — угол нгклона дуги контура каверны $ к оси симметрии ох; 


Эк 
8; = (ва. 


Как известно, скорость изменения потенциала скоростей части- 
цы Ё на $ определяется формулой 


4%, (5, 1) АР(Е, { 1 
ИЕ С, 3. 


Для того чтобы определить потенциал скоростей на границах 
каверны в плоскости Х, необходимо вернуться из точки 2 в точку 
1; этот переход приведет к формуле 


49, АР, 1 : 
и = р К и— фи, ве=^- +3 [92 — 02 (1 -- 2%). 





Потенциал скоростей ф, (К, {) на границе каверны $ в плоскости Х 
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найдем, интегрируя последнее выражение. В результате получаем 


{ # 
Фе = Фи а &+ я [82 — (1-Е Нод. = (3179) 
0 0 


Здесь Фи — потенциал на кромках кавитатора, начало отсчета време- 
ни выбрано при пересечении этими кромками плоскости У. 

Для стационарной каверны Рябушинского, образованной одинако- 
выми кавитатором и замыкателем, пстенциал при #=0 равен фи, а 
при Ё = 24. определяется из условия симметрии ф = — фи; в миделе- 
вом сечении при # ==. ф, = 0. 


`В Пато части каверны Рябушинского В —0, 1ва-—0, а 
скорость 9, я = 9Г. Поэтому из интегралов (3.79) получёется оценка 


9 5 6 — 4-8) №. 


Таким образом, второй интеграл в (3.79) в центральной части 
каверны имеет порядок с? и при анализе с точностью до малых с мо- 
жет быть отброшен. 

Вообще абсолютный потенциал ф; на границах стационарной ка- 
верны‘ Рябушинского можно определить точно из следующих сооб- 
ражений. На рис. 3.5 дана схема каверны Рябушинского, проведен 
контур 1, И, Ш, ТУ, У, 1, циркуляция скорости по которому равна 
нулю.. Для пространственной каверны при г —> о скорость убывает 
как г 3 и интеграл касательной скорости по отрезку контура ПШ 
имеет порядок 'г—2. Поэтому, если потенциал при г -—>0 положить 
равным нулю, из условия симметрии вдоль отрезка Г — И скорость 
5,=0 и потенциал в точке | также равен нулю. Потенциал в точке 


: 
границы 5 имеет вид ф(5) = {ьав, где 9,-— проекция абсолютной 
6 
скорости жидкости на границу каверны. Переносная скорость точки 
на границах каверны У направлена вдоль оси ох, а относительная 
скорость вдоль границы определяется из уравнения Бернулли, она 
равна Ук = УИТ-с и направлена вдоль отрицательной дуги 05. 
Поэтому абсолютная касательная скорость выражается формулой 
о, =Усоза — УУТ-Ео и, так как со$ 04$ = 4х, потенциал скорос- 


тей на границах имеет вид 


ыы ти 8 2 
Фу —зУГЕО я-то 31| (%}4% 88) 
6 


Для оценки влияния второго слагаемого в выражении Фь можно 
Ю =Ех?, где в = 


дугу контура каверны заменить параболой 
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_ Кк— Кн 8 дк 
а" Е при с—0. Тогда -с, = — 26% и 
г у дв\2 2 1 1 2 
х 
>} (=) я 28—25 (1. 


0 


Подставляя эти выражения в формулу (3.80), имеем верхнюю опен- 
ку потенциала 


х 


9 — 50% (1+ Я. я=1—- 


На кромках кавитатора при х = [к и х= 1 потенциал Фе. = Фн А 
2 м 
=: — 3 °/[. Для стационарной каверны х=У(ы—й, где & = 


[к 
уг причем начало отсчета времени 1 принято при прохождении 


плоскости наблюдения Х срывными кромками кавитатора. Используя 
это значение х, потенциал на границах представим так же, как функ- 
цию времени «жизни» сечения каверны: 


а АР 1 Е 
%=— 9|1+з1-+}]. 


Вообще потенциал скоростей на кромках срыва кавитатора выра- 


ДР 
жается формулой ф, = фи = — Кд 2 где Къ находится между 


1,0 и 4/3, в зависимости от того, в ккой степени необходимо учи- 
тывать поправочные слагаемые. | 


Рассмотрим присоединенную массу тк» кавитатора. Определим 
ее по следующему известному выражению: 


ткьИ = —р { фас, 
5н 


— 

где 45 = 2лгсоз (п, д) 45. 

отенциал ф на поверхности кавитатора по модулю максимален 

в передней критической точке и монотонно убывает к’срывным кром- 
кам, где достигает значения ф,. Поэтому т, > —рф,5, == К ДР$ 

Так, для диска ка сса нивается 

витационная присоединенная масса 

выражением [80] - вы 
2 

Тки 22 2,52рКи, 

поэтому теоретически для каверны 


2,52 я ок 
ЯК Ан 
Так как 1 < Ко 43, то а 1,2 = 


т по экспериментальным измерениям «коэффициент потенци- 
а» получается больше, чем 1,2 -- 1,6, что можно объяснить влияни- 


88 у 


Рябушинского должно быть 





=аи %=—45 @УК; при <—0. 


1,6. Однако, как указывалось 





ем кильватерного следа и некоторым «всплыванием» каверн. При раз- 
витом кавитационном течении величину кавитационной присоединен- 
ной массы, а следовательно, и величину «коэффициента потенциала» 
а можно приближенно считать универсальными постоянными. Это- 
обусловлено тем, что картина абсолютных линий тока, отходящих 


„ В 4" 
от кавитатора, слабо зависит от умеренных ускорений я <! 


кавитатора. Поэтому при всех практических расчетах кёвитатор-диск и 
ближайшую окрестность каверны можно рассматривать как некоторый 
другой кавитатор, но с уменьшенным углом схода струй при радиусе 
В» > К, причем для коэффициента сопротивления справедливо соот- 
ношение Ас», = Езс,в. Контур каверны в этой ближайшей окрест- 
ности можно построить по эмпирической формуле {80} 


в, (1+). 


Начиная от точек К, наклон дуги каверны мал, и с достаточным. 
приближением. можно принять 
к 


АР АР 1 
Фа Ра ау (0). 
0 
к 
ам 9,0 =— (АР ® 4 
Текущее значение потенциала по границам $, (В) = р ы 
1 


Наша цель, как уже’ говорилось, показать идентичность различ- 
ных подходов к расчету каверн и дать теоретическое обоснование 
принципу независимости расширения каверны, который, как извест- 
но, заключается в‘следующем: каждое поперечное сечение каверны 
расширяется относительно траектории центра тела почти независи- 
мо. от последующего или предыдущего движения тела по определен- 
ному закону, зависящему только от разности давлении на бесконеч- 
ности и в каверне, скорости, размеров и сопротивления тела (кави- 
татора) в момент прохождения им плоскости рассматриваемого се“ 
чения каверны [801 (рис. 3.6). 

`Закон расширения сечения каверны можно установить, исполь 
зуя либо асимптотическую теорию тонкого тела, либо соображения 
о сохранении энергии. Ниже развиты оба метода и будет показана их 
идентичность. Все, что говорилось до сих пор в этом параграфе, носит 
лишь вспомогательный и подготовительный характер. Теперь перей- 

сохранения энергии. 

аа а  преодолевающая сопротивление на пути кавита- 
тора Л, совершает работу к Ай. Исходя из нЕ И 
чения, приближенно можно принять, что энергия Их охра те 
ся в рассматриваемом сечении каверны на том же отрезке Ня 
ме кинетической ТАЙ и потенциальной БАЙ энергий до момента сх. С 
пывания рассматриваемого сечения. Поэтому для каждого погере 
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Рис, 3.6. Схема движения нестационарной каверны. 
Рис. 3.7. Сравнение теоретического расчета и эксперимента. 


ного сечения каверны можно написать приближенное уравнение 
энергни 
ТЕ, = (а, 0). & 


Очевидно, уравнение (3.81) распространяется на всю длину ка- 
верны и предполагает, что энергия, переданная кавитатором в точке 
траектории Й, сохраняется каверной в этой точке («печатание» сле- 
да); после схлопывания каверны образуется кильватерный след и 
энергия постепенно рассеивается в форме тепла. 


Энергию Т можно выразить формулой т — 5 родлВ 99. ‚ где 


Ф, — абсолютный потенциал скоростей на границе; Ю и К = 92 р. 

днус и радиальная скорость границы каверны в точке траектории й. 
Потенциальную энергию сечения каверны определим как Е = 
1 


= (АР (1,2 + 85; здесь Е, — энергия образования отверстия 
8 : 


за кавитатором, т.е. Е, — лА?АР,, где Кни ДАР, -—- радиус кавитато- 
ра и разность давлений непосредственно за кавитатором. Энергию Е, 
можно включить в сопротивление = И, — 65. Здесь начало отс- 
чета времени «жизни» (1 =0) данного сечения каверны выбрано в мо- 
мент его образования у срывных кромок кавитатора. Обозначив 


5 = К?, из (3.81) получим приближенное уравнение энергии 


{ В 
2л _—- рф, $ -- ( Ари) = (4,0). (3.82) 
[н 


Таким образом, здесь Фь==ф,(й, 1); $= $4, 1) ДРЕДР (1, В 
и кинетическая энергия вычисляется по мгновенным трубкам тока, 
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(3.81) 


опирающимся на расширяющееся. кавитационное отверстие в непод- 

зижной плоскости, которую пересекает по нормали к ней траектория 
‘атора в точке й. 

и скорости на границах расширяющегося отверстия ы 

в фиксированной точке траектории В находится из а 

граничных условий и выражается формулой (3.80). Дифференциру: 

(3.82) по времени, получаем 


4 (0.5) = 2 АР $ 
р (9.9) =2^7 5. 


49, _ АР. + 1 ри 
Иатюльзуя динамическое граничное условие = Г. 5 


выполняя дифференцирование, имеем 


об 5. (8.83) 


то 
В центральной -части каверны слагаемое -> Е*5 несущественно, 


# 
АЕ яющее 
гому 1 == —— 46 уравнение, определ: 
2оэ’ приближенно ф, = фин г 
7 + и } 

растнирение каверны, имеет вид | 
а . < _%& АР 

= 5 т (АР 8 АР. 3.84) 
34143 (9) из _— ( 


р 
5 . 


" й ; авне- 
Начальную скорость’ расширения 5» == КоКо определим . О . 
ния энергии для момента # =0. Учитывая, что Фи = —-5 @Ёа 


и у (0) 
17. В, с.л8 5 ©, подушем 








< 2 
с „Ку бо, 
5. = а ь Фе 2: 


. 
Скорость расширения $ и поперечное сечение 5 определяются ин- 
тегрированием (3.84). В результате имеем 


# 
2 2 @ + Сь 


5=== 
0 


а: а #. 
2, { ош + С = — я АРи (0 + С, 


р 


$=0 при \ АРаЁ = = фир, 
При #+=0 5=55- Скорость расширения | | 
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откуда найдем постоянную С;. В результате получим 


к { # > 
2 . 2. АР 
$ = № ра |4) [(-=- $), 
0 5 [о 


+ : 
зы ивы (ма). (8.85) 
[0 [2 


в АР. 
В частности, для стационарной каверны Е сопзф, после интег- 
рирования получается известный результат 





5—8 $ 
3 @ ;) г. (3.86) 

Если в качестве $, выбрать поперечное сечение, в котором нак- 
лон границы достаточно мал (несколько отступя от кавитатора — 
диска), то расчеты по формуле (3.86) очень хорошо согласуются с 
экспериментальными данными (рис. 3.7). 

Полученные уравнения для расширения каверны в сущности есть 
обобщение известного «принципа независимости расширения кавер- 
ны» на случай произвольного изменения давления ДР = АР {2)..Фор- 
мулы (3.85) дают первое приближение, но если учесть отброшенные 


слагаемые, содержащие К?, то это ни в коей мере не нарушит принцип 
независимости. 


Предельный случай получается при АР ==0 или с=0 [80]. По- 
тенциал скоростей из (3.82) равен ф, == — 





; использование гра- 





поАК 
ничного условия на свободной поверхности приводит к дифферен- 
ка [1 г . 
циальному уравнению расширения пр ‘г\—-)=-о-: Первый ин- 
773 


теграл дает известное выражение скорости расширения 


ЕЕ 
ыы = р 
К- дура. (3.87) 


Очевидно, контур бесконечной каверны при ДР = 0 будет охва- 
тывать все контуры каверн при отличных от нуля значениях ДР>>0. 

Интегрирование уравнений (3.85) и (3.87) в различных случаях 
дает профиль каверны первого приближения. 

Подробности вывода уравнений данного параграфа, получен- 
ные несколько иным путем, можно найти в работе [80], ибо здесь 
лишь те же иден распространены на более общий случай перемен- 
ного давления. 


Дальше посмотрим, что может дать гидродинамика тонкого тела 
в ее асимптотической форме. 
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В случае, если потенциал скоростей в ближайшей окрестности 
к границам каверны можно выразить формулой 


ф= 5 (= $ г (3.88) 


д & дЕ ы 
при граничных условиях непротекания 5" =5 —- = ® для г=Юс 


использованием интеграла Коши — Лагранжа для определения ДР на 
границах каверны, получим уревнение контура каверны 


Зы = 4. (3.89) 


Очевидно, что подстановка потенциала ф, = 5Р (х, р. 80 (3.88) в 
внение энергии (3.83) дает то же самое уравнение (3.89). 
РО порядок малости [80] слагаемых уравнения Лапласа 


Ф. ++, =0, после подстановки в него потенциала (3.88) 
хх т 


для ближайшей. окрестности центральной части осесимметричной тон- 
кой каверны получаем 


ем . 1 “ 
(бР)= + ЗВ, +-р ЗЕ, =0. 


Если порядок второго и третьего м при г—>0 принять рав- 
ным орядок первого члена будет й . 
тн а не существенно, а «оборванное» урав 
нение. Лапласа Е ТР, =0 удовлетворяется функцией (=шу р 


Подстановка этой функции в уравнение (3.89) при г = В ифт== 1 дает 
и .. . Р 
ЗшА+- № =-. (3.90) 


С. С. Григоряна [36], 

.90) есть известное уравнение 
мы о ь источников путем А . 
мал о оси симметрии. Интеграл (3. у 
ыы: нь ое в форме (3.87), как это было указано в рабо 


= ВВ ШВ +0, то 
й нал Ф,= — ВА ( 

ительно, если потенц г 
те [36}. ем схеме кинетическая энергия на у 
а а равна сопротивлению на этой ем : а 
а АР = 0 потенциальная энергия Е = 0. 


т равйн, = (ВАО, 


ние (3.87). 
едственно выраже ля каж- 
ы ии Е на иа вывод: принцип Е о Е при- 
олуча. 5 ическая теори ы 
ерны и асимптот! ерны совер- 
м т. Е авене дают для закона о НЕЕ ри. 
мененна: ‚ Эта идентич 
льтаты. й харак- 
шенно в рое имеет выраженный радиальны р 
нятой мод ‚ кото 
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тер вблизи оси, что соответствует непрырывному распределению ис- 
точников. - 

Для области несжимаемой жидкости, ограниченной замкнутой по- 
верхностью Х, состоящей из одних и тех же частиц, уравнение для 
изменения кинетической энергии имеет вид 


аТу 


== и (РР) у, ах. 


Рассмотрим вопрос о применении этого уравнения к тонкой труб- 
ке тока, опирающейся на элемент свободной поверхности каверны 
площадью [ и простирающейся до поверхности, на которой ф = 0. 
Кинетическая энергия частиц, заключенных в этой трубке тока, опре- 


в 1 
деляется формулой Т = — >. рф." „.|, поскольку на линиях тока { 


нормальная скорость равна У, = =0. Производная по времени 
ра ат 1 а 
кинетической; энергии имеет вид д == — 5. р д: (Ф:0„.]). В произ- 
вольном случае линии тока в момент времени #-- ДЁ будут ограни- 
чивать область жидкости, содержащую частично другие частицы, 
которых в ней не было в момент времени Ё. Кроме того, силы дав- 
ления на линиях тока при деформациях трубки тока совершают не- 
которую работу. Поэтому в общем случае нельзя приравнять 


та: мощности сил давления, развиваемой .на поверхности т Однако 


в тех случаях, когда поверхности тока неизменны в пространстве, 
поскольку работа сил давления на таких поверхностях тока и пере- 
нос частиц через них равны нулю, можно написать точное . равенство. 


4 1 
= ==—5р “ (Фи, 5[) == АРо |, (3.91) 


которое соблюдается точно при расширении сферической или цилинд- 
рической полости в неограниченной жидкости. Для тонкой каверны, 
когда концы элемента поверхности { двигаются по мгновенным ли- 
ниям тока, поскольку линии тока [ в моменты Ёи # - А+ касательны 
друг к другу, обмен энергией между трубками тока вблизи от | во- 
обще незначителен. По мере удаления от поверхности вдоль трубки 
тока плотность кинетической энергии и давление быстро убывают и 
обменом энергии мёжду ними в первом приближении можно пренеб- 
речь. Именно это обстоятельство имеется в виду для осесимметричной 
каверны. Использование равенства (3.91) при выводе уравнения энер- 
гии (3.82) совершенно эквивалентно использованию логарифмическо- 
го потенциала в (3.90), ибо в том и другом случаях принимается неиз- 
менность поверхностей тока вблизи поверхности каверны, т. е. в 
той области жидкости, где содержится основная часть энергии. 

На примере стационарной каверны Рябушинского проверим из- 
ложенную выше теорию (рис. 3.5). Используя выводы из уравнения 
энергии, интегрированием (3.85) получаем контур каверны и интен- 
сивность источников, соответствующих этой каверне. Затем для 
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этой интенсивности источников вычислим выражение потенциала ско- 
ростей в форме (3.88) вблизи оси симметрии х при малых г. Срав- 
нивая потенциал (3.88) при г = В с потенциалом, получаемым из 
граничных условий, вытекающих из интеграла Кощи—Лагранжа на 
границах каверны $, определяем функцию Р. 
Для стационарной каверны в невесомой жидкости АР постоянно, 
поэтсму из (3.85) получим $ =%(1 —-—- }. Проинтегрировав выра- 
к 
жение, получим 
$1 1 в 
кой 
5$ = — ( `В + С. 
Использовав условия 
1 
$ = $1 = 3; Е при $=0, =, 


$=5$к при &=&, 
окончательно получаем 





} 
$5. [1+4 (2—4). (3.92) 
. 139) 
Сравнивая (3.92) и (2.8) при Ё =, находим # (о) = 2+9) 


„+0 ° 
В уравнениях (3.85) и (3.92) отсчет времени # начинается от срыв- 
ных кромок кавитатора при прехождении ими неподвижной иплоскос- 
ти наблюдения. Поместим начало координат в миделевом сечении ка- 
верны и положительную ось ох направим в сторону движения. За- 


= х { 
мечая, что в этом случае х = [к — УЁ или =. = 1-=, полу- 


чаем ‘уравнение (3.92) в виде 


8=5 [1+ 


с 


1—2) = 5+ —50а—№. 89 





Выражение (3.93) совпадает с известной формулой для контура 
каверны, если принять $ = $0. у 
Плотность источников на оси определяется формулой &(0 = 


: 4 (лЕз) Е Ву 
= 215 (9 =—У- д =2184, где в = т 


цисса элементарного источника. 
Потенциал скоростей в Точке (х,г) имеет вид 





=: $ — абс- 








1к 

1 204 | г =. 

Ф(й=—-—- | УЕ =3(1 т ‘зув= 7 
к 








(3.94) 


Особо следует оговорить, что выражение потенциала (3.94) спра- 
ведливо лишь в центральной части каверны, в области, где г < [к —х. 
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Обтекание потоком отрезка с линейным распределением источ- 


ников в (5 = 276 соответствует обтеканию эллипсоида вра- 
к 


щения с фокусами в точках -Е Г». Формула (3.94) при с —0 дает эл- 
липтическую каверну, при этом функция Р есть постоянная величи- 
на. Воспользовавшись формулой (3.94), найдем функцию Ё для от. 
личных от нуля чисел кавитации, подставив $ в выражение Р (х, КЮ 
из (3.94). Выполнив подстановку, получим й 


&(-=) 


2 
212 


1 $н 
вы. = те 


[з ЕЕ а = в ==Ь 





ЕЕ 
р 


При малых числах кавитации для всей центральной части каверны 
1 #2 
функция Р практически постоянная величина: Ру = 5. пе -х-. 
Из условия постоянства давления согласно формуле (3.80) потен- 


чиал скоростей на границах каверны имеет вид 


= -УбУИТЕо— = — 1 в, (3.95) 


где $ — длина дуги контура каверны до точки х. Сравнивая потенци- 
ал (3.88) при г = А и потенциал, выражаемый формулой (3.95), по- 
лучаем уравнение, связывающее число кавитации © с «параметром 
тонкости» каверны =. Имеем : 





: $ К 1 
ф. = $Ро = т. Ро = = хУРо =— 5491, (3.96) 
‚откуда 
2 тр = 0. (3.97) 





Поскольку г = и Кк определяется точно, то формула (3.97) 


к 
1 
дает связь ди [„. Однако это справедливо лишь в области, где 
Ю„ < 1-х. 
Формула (3.97) весьма близка к формуле (3.22), что хорошо вид- 
нс, если переписать ее для удлинения 
2^ 


А 
ет 


Отличие заключается лишь в том, что если в формуле {3.22) под зна- 
ком логарифма стоит функция 7, (0) == 0,6 -|- о, то в формуле (3.97) 
она равна постоянной 2/е. Пределы применимости формулы (3.97) 
такие же, как и у формулы (3.22). 
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В целом исследование, проведенное для каверны Рябушинского, 
иллюстрирует тезис об идентичности энергетической теории и асимп- 
тотической, основанной: на методе источников. 


В заключение сделаем следующее замечание. Для стационарной 
каверны Рябушинского приближенное уравнение энергии можно най- 
ти, используя точное выражение сопротивления кавитатора, полу- 
чаемое с помощью теоремы импульсов. Теорема импульсов вместе с 


уравнениями непрерывности и Бернулли приводит к известной фор- 
муле 


аа я 
Ик = Л? (х) (Ру —Р,) — | 5 2ли4 + | 5 2лиф. 
АР К Вх) 
тя 9) 

Интегралы Г, и Г, берутся по бесконечным плоскостям, пересека- 
ющим каверну в точке х. 

Вследствие постоянства давления в каверне возмущенная ско- 
рость о. почти постоянна вблизи центральной части каверны; на боль- 


ших расстояниях г >> Г, экстремальность и, в миделевой плоскости 
приводит к аналогичному выводу. Кроме того, известно, что лК?АР — 


—Г. = РлВЗАР, где 2220,96 -- 1,00. Поэтому для центральной части 
каверны приближенно можно полагать А 22 1. 


Величину Г, оценим, вычислив интеграл по частям. Замечая, что 
4ф == 9,47 и, кроме того, 9, = — У к. 2 Ю для г= К, находим 


19 = — пойКФ(® — пр | Ф4@,). 
В 


В ближайшей окрестности тонкого тела потенциал Фф(х, г) = 


= ВЕ ш- и 4(0,) =0. В удаленных точках (начало координат — 
в центре). ф^ — =, поэтому г = ке: < ВЕ. Значит, 
= Г] 
др фа (9,7) = пр | -и4и = — = (0,г)?. 
и" 
Таким. образом, оценку интеграла Г, (х) можно представить фор- 
мулой 


1.6) = — прЮЁФ, + прт(ВЕУ. 
1 
Число 1 определяется неравенством 1<1< 5, если положить 


п= шх, то интеграл Г,(х) и кинетическая энергия Т = — лоЮЮф для 
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тонкого тела связаны соотношением 1.6) = —ар(ВА т. где 


1<х< 1,8. Ясно, что множитель Х никакой роли в теории каверн 


К 1 
играть не может, ибо Е(х) = ш-`р= Ё +5 х2Е” почти постоянна в 
центральной части каверны, а эта постоянная находится из условия 


согласования контура с миделевым сечением и кавитатором, опреде- 
ляемыми независимо. 

Оценки влияния кавитатора и следа выполним также для кавер- 
ны Рябушинского. В центральной части каверны (малые х), обтека- 
емой потоком со скоростью У в сторону отрицательной оси ох, воз- 


мущенная скорость на границе о„, приближенно равна —т оу. 


Оценим вклад кавитатора и следа в эту скорость. 

Суммарная мощность источников, имитирующих кавитатор, вы- 
ражается формулой в„= 2л5,У, расстояние кавитатора от центра 
каверны порядка Г». Отсюда добавочная скорость, возбуждаемая 
кавитатором, имеет порядок 


лЕ?У у 1 
ие що 3-07". (3.98) 


След имитируется источником (° = зу. Поскольку возмущенная 


скорость от источников, помещенных в конце каверны, направлена 
вперед, имеем 


. с,, (1-0) 
Аи. = чат = 09. № (3.99) 

Эквивалентное сечение газовой струи за счет поддува обычно со- 
ставляет несколько процентов от площади миделевого сечения каверны. 

Из формул (3.98) и (3.99) следует, что эффекты кавитатора и сле- 
да за каверной в центральной части каверны, где собственно и спра- 
ведлива асимптотическая теория, имеют порядок 0*, тогда как правая 
и левая части уравнений (3.89) и (3.90) имеют порядок с. Таким об- 
разом, добавочные слагаемые, введенные Ю. Л. Якимовым [138] к 
уравнению С. С. Григоряна с целью его уточнения, также имеют” по- 
рядок 0 по сравнению с порядком о для. основных слагаемых урав- 
нения Григоряна. Из изложенного следует, что это «уточнение» из- 
лишне и его можно отбросить. Поэтому энергетическая и асимптоти- 
ческая теории тонкого тела вполне идентичны в приложении к тонкой 
осесимметричной каверне. Уточнения, введенные Якимовым и со- 
стоящие в добавочном учете возмущений от кавитатора и следа, как 
видно из ранее изложенного, имеют порядок 0?. Поскольку при вы- 
воде основного уравнения расширения каверны члены такого ‘поряд- 
ка малости были опущены, эти уточнения излишни. 

Принцип независимости расширения каверны может быть распро- 


странен на все случаи движения кавитатора при 
постоянн: 
менном давлении внутри. о а 
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Развитая теория каверны охватывает главные факторы, управляю- 
щие расширением ее сечений; именно этим объясняется хорошее сов- 
падение с экспериментальными данными и «принципа независимос- 
ти расширения», и многих расчетов для самых различных случаев 
стационарных и нестационарных движений. 


$ 9. АНАЛИЗ ЧИСЛЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ Но 


При исследовании решений дифференциального уравнения (3.23) 
был описан общий вид меридиана каверны в различных случаях 
течений, а форма каверны показана схематически. Рассмотрим этот 
же вопрос на конкретных примерах, относящихся к течениям с ма- 
лыми числами кавитации. На рис. 3.8, 3.9 даны профили каверн, 
образующихся за диском, который движется вертикально вниз с 
постоянной скоростью. Фактически здесь приведены лишь половин- 
ки каверн, поскольку они симметричны относительно оси #. Каж- 
дый рисунок соответствует одному числу кавитации, рассчитанному 
на уровне кавитатора. Числа Фруда, вычисленные по диаметру кави- 
татора, взяты различными. Предполагалось, что каверна замыкает- 
ся на некоторое твердое сечение, радиус которого равен или больше 
радиуса кавитатора. Заштрихованные пластинки как раз и изобра- 
жают эти замыкатели. 

Из рисунков видно, что по мере уменьшения числа Фруда (если 
помнить, что бесконечно большому числу Фруда соответствует ка- 
витационное ‘течение в невесомой жидкости) длина каверны быстро 
растет и ‘четко замыкается на замыкатель, равный кавитатору. Ме- 
ридиан каверны всюду выпукл, миделево сечение все более смещает- 
ся к кавитатору, совсем незначительно увеличиваясь. 
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Рис. 3.8. Меридианы вертикальных каверн при 6=0,04 и раз- 


личных числах Фруда. 
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Рис. 3.9. Меридианы вертикальных каверн при с—0,06 и различных числах 
Фруда. 
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Строго выпуклая каверна наблюдается лишь до определенного 
значения числа Фруда, которое при данном числе кавитации опре- 
деляет предельную каверну с точкой заострения. Около этого зна- 
чения каверна весьма «чувствительна» к совершенно незначитель- 
ным изменениям числа Фруда. Так, при числе кавитации в < 0,02 
уменьшение числа Фруда на одну тысячную ведет к тому, что вместо 
обычной замкнутой каверны получается фактически разомкнутая ка- 
верна (ее горловина больше кавитатора вдвое), причем если замкну- 
‘тая каверна строго выпуклая, то разомкнутая —с точкой перегиба. 
Это, видимо, отражает тот физический факт, что каверна с точкой за- 
острения осуществляется практически скачком ее длины и, следова- 
тельно, объема. Длина предельной каверны в несколько раз превос- 
ходит длину каверны в невесомой жидкости, рассчитанную при том 
же числе кавитации, и это различие тем больше, чем меньше число 
кавитации. Так, при © = 0,04 она больше вдвое, а при © == 0,01 — 
уже почти втрое. 

Характер зависимости длины каверны от числа Фруда при фик- 
сированных числах кавитации дают графики рис. 3.10,  показы- 
вающие, что касательная к кривой х; = м (Ег) для предельных каверн 
‘вертикальна. Это, кстати, видно и из формулы для длины каверны: 
производная по числу Фруда в определенных точках терпит разрыв. 
Отметим, что очень похожие кривые для сравнительно больших чи- 
сел кавитации приведены в работе [39]. . 

Выше уже отмечалось, что для предельных каверн числа кавита- 
‘ции н Фруда не могут быть произвольными; для фиксированного 
числа кавитации существует лишь одно вполне определенное число 
`Фруда, при котором существует каверна с точкой заострения. Эти 
предельные и, вообще говоря, минимальные числа связаны некото- 
рым соотношением. В нашей теории оно имеет вид 


62 = ЗУвв 





Эта зависимость, показанная на рис. 3.11, построена при с, = 
= 0,82 (1 -| 0). Точки (0%, Ег), лежащие на кривой, соответствуют 
предельным кавернам. Всем точкам, находящимся правее и выше 
указанной кривой, отвечают обычные замкнутые каверны. Если же 
точка окажется ниже и слева, замкнутой каверны для этих значе- 
ний чисел кавитации и Фруда не существует. 

Заметим, что кривая б0= оо (Ег) для предельных каверн почти 
типерболическая. Она такова по своей природе, ибо получится из 
хоотногнения 02 Ег? = 16 где с=2 А ; в = шХЛ. Так как 
зама величина с меняется мало, зависимость числа кавитации от чис- 
ла Фруда гиперболическая. Такой же она является и для длины пре- 
дельной каверны, что следует из формулы для длины в этом случае. 
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Рис. 3.10. Зависимость длины 
вертикальной каверны при по- 
гружении от числа Фруда при 
различных числах кавитации. 


Рис. 3.11. Зависимость между 
числами кавитации и Фруда 
для предельных замкнутых вер- 
тикальных каверн. Звездочка- 
ми отмечены результаты рабо- 
ты [39]. 
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Рис. 3.12. Зависимость относи- 
тельной длины вертикальной 


предельной каверны от числа 
кавитации. 
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Это видно и на рис. 3.12, на котором звездочками отмечены значе- 
ния, заимствованные нами из работы [39]. 

Предельная кривая 0= 0% (Ет), как и график ж= м; (Ег), пока- 
занные на рис. 3.11, 3.12, построены при условии, что с,=0,82 (1-6). 
Это значит, что они соответствуют кавитационному обтеканию дис- 
ка. Можно было бы построить также кривые и для случая обтекания 
других тел. Так, в работе [92], исходя из несколько других предпо- 
сылок, построена кривая си=0% (Ег), соответствующая обтеканию тон- 
кого конуса. Она также имеет явно выраженный гиперболический 
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характер. Следует только предостеречь читателя, что в работе [92] 
число Фруда определялось по длине системы кавитатор -- каверна -- 
++ замыкатель. Поэтому на графике появился дополнительный мно- 
житель, а не чистое число Фруда. 

Как видно, численные результаты настоящего параграфа отно- 
сятся к случаю движения кавитатора вниз, вдоль вектора силы тя- 
жести. Числовые данные в противоположном случае здесь не приво- 
дятся; их можно найти в работах [40, 92, 93]. Например, [92] детально 
анализируется форма вертикальной каверны при обтекании тела нис- 
ходящим потоком. Отмечается возможное существование точки пе- 
региба вблизи сечения срыва в течениях с отрицательными числами 
кавитации. Показано, что у каверны за донным срезом при любом 
отрицательном числе кавитации существует точка перегиба. 


ГЛАВА 4 . 


КРЫЛО МАЛОГО УДЛИНЕНИЯ 
ВБЛИЗИ КРИВОЛИНЕЙНОЙ ГРАНИЦЫ 
К, д 


Теория тонкого тела, положенная в основу изложенных в преды- 
дущих главах методов расчета формы каверны, может быть применена и 
к расчету гидродинамических характеристик крыльев, движущихся 
вблизи криволинейных границ жидкости. о 

Исследованию взаимодействия крыльев с плоскими границами по- 
священо большое число работ, например [10, 34, 49, 96}. 

Здесь, как правило, предварительно строится решение уравнения 
Лапласа, точно удовлетворяющее условиям, заданным на рассматри- 
ваемой плоской границе, после чего остается удовлетворить только 
условию непротекания на крыле. р ‚ 

В-случае криволинейных границ общего вида построить такое ре- 
шение, как правило, не удается, и исследователю приходится одно- 
временно заботиться об удовлетворении условий как на крыле, так и на 
границе жидкости. Поэтому резко возрастает ценность приближенных 
методов расчета, разработке которых и посвящена большая часть пуб- 
ликаций. Допущения, используемые при приближенном решении за- 
дачи, различны у ‘разных авторов, соответственно различны и облас- 
ти применимости результатов. . 


Изложенные в настоящей главе результаты получены на основе до- 


пущений, которые обычно используются при расчете обтекания крыль- 
ев малого удлинения и других тел с большим отношением длины к ши- 
рине. Применение их’ позволило существенно упростить задачу и, 
использовав некоторые известные решения, свести расчет гидродинами- 
ческих характеристик к вычислению определенных интегралов от 
функций, значения которых легко вычисляются [103]. 

Полученные таким путем результаты справедливы при достаточно 
общих предположениях относительно формы крыла и границы. В част- 
ности, здесь не требуется, чтобы изменения отстояния крыла от гра- 
ницы были малы по сравнению со средней величиной этого расстояния, 
как это предполагается в некоторых других методах решения. 


$ 1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Рассматриваемое крыло пр 


верхностьХ» (рис. 4.1) с хордо 
данным образом в идеальной несжимаемо! 


едставляет собой тонкую несущую по- 
й Во и размахом 2. Оно движется за- 
й жидкости плотности р вбли- 
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Рис. 4.1, Крыло в ограниченной жидкости, 


зи поверхности Х ‚, являющейся одной из границ занимаемой этой жид- 
костью области. На поверхности ХУ; должны выполняться некото- 
рые физические условия (например, условие непротекания или усло- 
вие постоянства давления). : 

Введем две системы координат: связанную с поверхностью Х, инер- 
циальную систему ОХУ2 и систему О;хуг; связанную с крылом Х». 

В дальнейшем первую систему координат будем называть непо- 
движной, вторую — «связанной». Начало неподвижной системы по- 
местим на поверхности Х; или вблизи нее, ось ОХ направим вдоль этой 
поверхности в сторону, противоположную направлению движения кры- 
ла, ось О2— внутрь занимаемого жидкостью объема. 


вида 
2.5 Е, (Х, У, 9. 
Начало связанной системы координат о, поместим в середине передней 


кромки крыла, ось о1х направим по хорде назад, ось озу — параллель-` 
но размаху. 


Форма крыла в плане задана уравнением у = ЕЕ (х), а форма его 
поверхности — уравнением ь | 


2к = Рк(х, 9,1). 
В силу предположения об идеальности жидкости для рассматриваемо- 


го течения существует потенциал скорости Ф (Х, У, 2), который удов- ° 


летворяет уравнению Лапласа 
9Ф ‚ дФ дФ 
‘хз + дуг + а =0 (4.1) 


во всем объеме, занятом жидкостью, кроме самого крыла и образую- 


щегося за ним вихревого следа. Должны ВЫПОЛНЯТЬСЯ следующие гра-. 
ничные условия; | 
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В этой системе координат форма поверхности Х задана уравнением 


1) условие непротекания на поверхности крыла 


9Ф 
“ав — ль 


тде №„ — проекция скорости заданной точки крыла на нормаль к 
его поверхности; 


2) постулат Жуковского Чаплыгина об ограниченности скорости 
на задней кромке крыла; 

3) заданные условия на поверхности 5:; 

4} перед крылом вызванные его движением скорости жидкости 
должны стремиться к нулю. 

Ниже будут рассматриваться только крылья малого удлинения, 
движущиеся при малых углах атаки. В этом случае скорость любой 

-Р р 


точки крыла У может быть представлена в виде суммы постоянного. 
> 


й 2 ду 

вектора У, и малой добавки ДУ (х, у, 5). Отношение —у- и угол меж- 
- 

ду вектором У, и поверхностью крыла считаем малыми величинами 

порядка г, а отношение полуразмаха крыла Г, к хорде В, — поряд- 


ка г); производная чи. также должна быть величиной порядка е. 


Аналогичные ограничения будут наложены на форму и характер 
движения поверхности Хх. 


$ 2. КРЫЛО МАЛОГО УДЛИНЕНИЯ У НЕПОДВИЖНОЙ 
КРИВОЛИНЕЙНОЙ ПОВЕРХНОСТИ 


Рассмотрим случай, когда поверхность Х; неподвижна и непрони- 
цаема, ее форма не изменяется в направлении, перпендикулярном на- 
правлению движения крыла, а последнее движется без крена и сколь- 
жения и не закручено, т. е. угол атаки-не меняется вдоль размаха. 

В этом случае поверхности Хг и Хк могут быть заданы уравне- 


ниями вида 
я : : ДЕ, (С), (4.2) 


2 (х,) = Н. (9—9 (0) (я — хе) + к ©), 
где Н. —- координата точки крыла х = х, в неподвижной системе 
координат; 9 — угол между осью ох и и крыла. ад 
Предполагается, что величины % (1, т и ® = та - ЯВ- 
ляются малыми порядка 21. | ы 
: „Поверхность Х, предполагается пслогой 


в. 0= ЧЕ =0%) 


С принятой. в линейной теории степенью точности граничные условия 
для потенциала скорости Ф на поверхностях Хг и Хк запишутся в виде 
аФ 


7 = 0 при 2 = 2, 





Ф 
ту, при 2= 2», 


где №, — проекция скорости рассматри- 
ваемого сечения крыла на ось 02: 
ан 4$ АЕ; (х 
не фи 90 =”. 

Рис. 4.2. Плоскость попереч- (4.3) 

чого обтекания, Допущения о том, что удлинение крыла 
мало, а поверхность пологая, позволяют 

принять гипотезу плоских сечений, перпендикулярных направлению 


движения, т. е. считать, что производная зу В {4.1) является малой 








величиной порядка = и потенциал скорости Ф приближенно удовле- 
творяет двухмерному уравнению Лапласа в плоскости У7: 

9Ф |, дФ 
‘дуз + а = 0. (4.4) 


Введем вспомогательную плоскость &, 1 и вспомогательный потен- 
циалф (Е, п; В), удовлетворяющий уравнению Лапласа 


д : 


в полуплоскости п >> 0, разрезанной по отрезку 1 = 2, |< и 
граничным условиям м 


О при ч=0, 


м =—1 
на указанном отрезке (рис. 4.2). 

Функция $ представляет собой решение плоской задачи о прибли- 
жении пластинки к твердой стенке, причем ширина пластинки равна 
2, расстояние до стенки — 2#, а скорость приближения — 1. Эта зада- 
ча решена (см. $ 4 данной главы). 

Легко проверить, что потенциал вызванной скорости при движении 
крыла можно представить через функцию 4 следующим образом: 


Ф(Х,У, 2,9 = —№(Х,0 1 (ХФ, 8, 


хде 
ду’. 2-5, ‚А 
10: ВЕ: =. (4.5) 


Используя (4.5), можно получить общее выражение для гидродинами- 
ческих сил, действующих на несущую поверхность. 

В системе координат ОХУ2, неподвижной относительно жидкости, 
зыражение для давления имеет вид м 


р=С— + (+6 +9) — р, 
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РН. 


Поскольку крыло тонкое, а угол атаки мал, величины Фх, Фу, Ф2 
малы и их квадратами можно пренебречь и принять приближенное вы- 
ражение для разности Ар давлений на верхней и нижней поверхнос- 
тях крыла: 

Ар=р_— р, =рФ,. —Ф,), (4.6) 


где р_ и р, — давление на нижней и верхней поверхностях крыла; 
Ф.- и Ф_ — значения потенциала скорости на верхней и нижней по- 
верхностях крылг соответственно. 

Дифференцируя (4.5) по времени и принимая во внимание, что 


ав 1 аН я Н 4 
Хх, ща = зн Юн, 





находим 
Ф, (Х,У, 2,0 =1Ь- Ух, 91) — У (У, (ху Е, п; В) + 
+9 т у, 


18) 2—2, (Х, : 
+7 тю к( 2.) — У 2] 


12 (х) 20) 
1:8) | 2к (0 — 2, © 9. й. 
м 21 (х) }. 


Выражение для разности давлений на крыле имеет вид 
Ар=р{— (9, + УТ, ) $. 8) —$_ (5+ 


2—2 у \` 
[ори 2—5), 67) 


тдеф. иф_ — значения функции $ соответственно на верхней и ниж- 
ней поверхностях крыла; 8 и й — зависят от Г, следовательно, явля- 


ются функциями от х. 
Интегрируя по размаху, получаем подъемную силу на единицу хор- 


ды крыла: 





мВ Е + УМ, 8) — 
к т: 2, 
я [м.у.— м (т ум.)|, 69 


н 
где М: (®) = \ | (Ей) — (5,8) 4, 
— 
ии 
м, (в) = | фы-® — 15%, 
й (9) 
и вм, ®) 
М; (п) 3) \ фь. (Е, #) —. $ (Е, #1 & ЖЕ Я * 
— 
07 


Интегрированием по частям получим 
М, (в) = — М, ®). 
Тогда для суммарной подъемной силы находим 


В =-—р (Е? Е м (1 АУ.) м, 14. 
0 


(4.10) 
Формула для продольного момента относительно точки х — х. будет 
отличаться от (4.10) наличием множителя х — х, под интегралом. 
Отметим, что в выражение для перепада давлений на крыле (4.7} 
явным образом не входит угол наклона границы В (Х). 
Тот же результат получим, рассматривая течение в связанной си- 
стеме координат. В этом случае выражение для давления имеет вид 


р=р., —р(Ф, + У.Ф.). 


Легко проверить, что от величины угла В зависят только слагаемые 


вида а р 
1 Г 
> "м д, 


которые входят в производные Ф, и Ф,. с противоположными знаками. 
Поэтому окончательное выражение для перепада давлений от угла на- 
клона границы не зависит и совпадает с (4.7). 
юда, в частности, следует, что участок крыла, имеющий по- 
стоянные ширину и угол атаки, несет нагрузку, зависящую. только от 
Угла атаки крыла < и не зависящую от угла наклона границы В,.. 
Если же подойти к этой задаче с позиций вихревой теории, то 
такой участок крыла должен быть заменен вихрями, параллельными 
набегающему потоку, суммарная интенсивность которых пропорцио- 
нальна М, (1). Изменение в ведет к изменению интенсивности этих 
вихрей и, следовательно, появлению вихрей, перпендикулярных по- 


току, интенсивность которых пропорциональна Ям 8 ан ‚› Т. е. явно 


связана с производной от глубины. Однако эти вихри располагаются 
над одними и теми же участками границы, т. е. неподвижны отно- 
сительно жидкости и не создают подъемной силы. Они аналогичны 


свободным вихрям, расположенным непосредственно у профиля, в 
схеме Кюсснера [91]. Е 


$ 3, ОБЩИЕ ВЫРАЖЕНИЯ ДЛЯ КОЭФФИЦИЕНТОВ 
ПОДЪЕМНОЙ СИЛЫ И ПРОДОЛЬНОГО МОМЕНТА 


Введем безразмерные величины: 


= шь.й ЦЕ ут. у. 
= е-т,, 1=т,М-й =, 4 


где [» — максимальный полуразмах крыла. 
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Используя их, получаем следующие формулы для коэффициентов 
нормальной силы с» и момента с„ относительно точки с координатой 
$5= 5: : 


«=—^ | [бы а) М, ®) + (5 тм, (#)} 145, 4.12) 
0 





= ы е + 21.) М, (В) + я ( и — м) М, ®)} 6—5) 15. (4.13) 


В случае равномерного прямолинейного движения крыла 
"Х=Ь— И, 


где < (х) — угол атаки в данном сечении. Очевидно, что и. =— а,. 
Следовательно, для с„ и с, получим 


«„=^А | [© +21) М, ®) —< (м, + 5) М: | 145, (4.14) 
6 Е 
1 


==А [е 4+ 251) М, —а (м,+ 5+) м вк. 4.15) 
С 


Соотношения (4.14) и (4.15) справедливы при малых значениях р 
нения А, и угла атаки ©, однако отношение ©/А, может быть величино 
конечной. Поэтому члены, содержащие множитель о7/^*, в приведен- 
мулах сохранены. Е 

ес И для коэффициента подъемной силы можно упрос- 
тить. Рассмотрим крыло, размах которого стремится к нулю при при- 
ближении к передней ‘кромке, и вычислим силу, приходящуюся на 
участок 0 < $ < а. Интегрируя по частям, получаем 


. ( М. (В) (в! -Е 204, 143 = МИв (а)] 2 (а «(а — 
8 


— (м, 2) <) 45. (4.16) 
о. 


Производная & выражается через угол атаки крыла @(5) и угол 
нгклона границы В (5) р | 
в == @®—В6). 


Следовательно, составляющая с„„ коэффициента подъемной г ее 
ла, приходящаяся на рассматриваемый участок его, запишется 





ы (5) 
са [Мб ода о + | м, да (вк 19+ 59194, 


6 
2; (х) 


где (5) = —575). 
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При а = 1 получаем коэффициент нормальной силы для всего кры- 
ла. 
Таким образом, сила, действующая на крыло, включает два слага- 
емых: одно зависит только от условий у задней кромки и равно подъ- 
емной силе крыла у плоской поверхности, параллельной вектору ско- 
рости, второе учитывает наклон границы. 

Соотношение (4,18) позволяет оценивать подъемную силу крыльев 
с передней кромкой конечной ширины, которые, строго говоря, немо- 
гут исследоваться при помощи теории тонкого тела. Такое крыло 
можно рассматривать как предел крыла, заостренного на участке 5<а, 
приа —0. Тогда второе слагаемое в (4.16) стремится к нулю, а первое 
войдет в (4.18) в виде дополнительного члена Ас», которому соответ- 
ствует сосредоточенная сила, приложенная к передней кромке крыла. 
Из (4.16) находим 


Ас, = № М, (вы) сый, (4.19) 
где ан, ми Ви — значения ©, [и В при 5 = 0. . 
В выражении для си появится слагаемое ре 
Аст = Асд5х. (4.20) 


В случае прямоугольного крыла с постоянным углом атаки формулы 
сильно упрощаются. Коэффициент нормальной силы имеет вид 


1 
в. =9^. [м вы) — зле | М9 4], (4.21) 
: о 
а коэффициент момента относительно передней кромки 
| 
си = 9% {| М.) 548. 4.22) 


© 
* В общем случае движения твердого крыла скорость  определя- 
ется из соотношения 


ан 
= — И +9), 





где © — угловая скорость вращения крыла вокруг линии х = х;. Оче- 
видно, что 


47 4 к 
= + 9х). 


В безразмерных величинах приведенные соотношения имеют вид 





Ш = а — в (5—5), из = фо, -У—®-— 0—5), 
_ т 4Н№ + ВЧ 08 ‹ _ Ва 
те =, що, ув, = и Е 
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выражения в (4.12), получаем 


г р 
„= | (ми + ами, — Му + ами — 5) + 


+0 [Ми-+2М, 6—5) — МУ, 6—5 -— МИ 
— о Ми, — МУ) — Мы -ов-— + 14. (4.23) 
Пусть на равномерное прямолинейное движение крыла наложены ма- 


лые возмущения. Из (4.23) следует, что в этом случае справедливо раз- 
ложение 


с = бы + © в — Вы) + 62 (8—9) + во ФФ, 
(4.24) 
Но 
где й, = 5. , 8, ® — фактические параметры движения крыла; й»= 


Н. 
_ еб 
= и $ — параметры, определяющие рассматриваемое равномерное- 
движение; с», — значение с„, отвечающее этому режиму; 
1 


а=А | [© +4) М, —а (м, + =) М, (45 (4.25) 
) ке 


#- А | (мм ®— (ы, +) м, #)!- 
о 


| —56—5 [2 + м5, 2) м0} 45 (4.20) 


. + ` 
@=^ {м0 26—54; (4.27) 
0 


> т р. 
Е ^ Е 
й=— >| М, (В) 245; и (4.28). 
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Аналогично для коэффициента момента получим 
си = Со + в (ь — В) + 2 8—8) + Фо 
ар, + йе +- сво. (4.31) 
Выражения для производных коэффициента момента вычисляются по 


формулам, отличающимся от приведенных выше только множителем 
$ —5. под интегралом. 


$4. УРАВНЕНИЯ ПОПЕРЕЧНОГО ОБТЕКАНИЯ 


При описании течения в поперечной плоскости целесообразно ис- 
пользовать вспомогательную систему координат 02Ё\, а характерный 
размер сечения крыла (полуширина пластинки) принять равным еди- 
нице (рис. 4.2). 

Начало координат может быть помещено в произвольной точке. Тог- 
да уравнения границы и крыла имеют вид 


«=, 1), (4.32) 
= (1) =, — 28. (4.33) 


Координата о точки 0з, в которой ось о.х пересекает плоскость 
025, определяется из уравнения (4.32) или (4.33): 


2, 
%=1,— 

али р 
ъ%=1,—-. 


а. 
Естественно, что значение производной а не зависит от того, какое 


из уравнений используется. 
В первом случае получим 
я _1@ 2—2, 4. , ат, 
то. 
Во втором случае в первые два слагаемые вместо 2. войдет Пк = 
= 2, + Н, в третье вместо 1; — Пк = 1, -- #; после дифференцирова- 
ния дополнительные слагаемые взаимно уничтожаются. 

В рассмотренном выше случае краевая задача в плоскости попереч- 
ного обтекания представляет собой задачу о приближении пластинки 
к плоской поверхности. Она была подробно исследована в связи с за- 
дачей о крыле с минимальным индуктивным сопротивлением в рабо- 
тах Ю. Л. Жилина [49] и П. И. Зинчука [54], которые содержат необ- 
ходимые для расчета сведения. В частности, для М, (й) получена сле- 
дующая простая формула 


3 
Ма, (4.34) 
где т= И 482 --1— 98. 
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Накрененные и некоторые другие типы крыльев были рассмотрены 
в работах [46, 54]. 

Необходимые данные для крыльев сложной формы могут быть по- 
лучены с использованием электрогидродинамической аналогии или 
численно, например методом дискретных вихрей [10, 88]. 

Применение последнего метода рассмотрим на конкретном приме- 
ре. При конечных углах атаки с боковых кромок крыла сходят сво- 
бодные вихри, которые ниже по потоку располагаются на некотором 
расстоянии от его поверхности, 

Для расчета сил, возникающих при таких режимах течения, не- 
обходимо иметь решение задачи о пластинке в присутствии заданной 
системы вихрей. Заменив пластинку вихревым слоем неизвестной ин- 
тенсивности у (2), приходим к интегральному уравнению 


Н 
1 ы 1 Е ое 
к [р вв = 
= ы-—& ы— ый 
аы Мы в —^ за в —^ 
й '+У я [= ытл— ОЕ |, 


где 8’ — координаты точек вихревого слоя; &,  — координаты точ- 
ки пластинки, в которых должно выполняться условие непротекания 
(4.5); Гы, бы, ты — интенсивность и координаты свободных вихрей. 
Решение уравнения (4.35) ищется в классе функций, неограничен- 
ных в точках | == =1 [32]. . 
Теорема о равенстве нулю суммарной интенсивности вихрей дает 
дополнительное уравнение 


ый 
УФ УГы=0, (4.36) 
—1` + 


обеспечивающее единственность‘ решения задачи. Если течение сим- 
метрично, вместо (4.36) достаточно использовать условие 


`1®=-—?С 9. 


`Заменив вихревой слой дискретными вихрями и потребовав, чтобы 


условие непротекания выполнялось в соответствующем числе рас- 
четных точек, получим систему линейных алгебраических уравнений 
для определения интенсивности этих вихрей. В симметричном случае 
на полуразмахе. берут одинаковое число вихрей и расчетных точек, 
которые целесообразно размещать по закону косинуса [88] 


Е = с05 7 0<Е<2т—1), (4.37) 


4т › 

где т — число вихрей на полуразмахе. Четным значениям А отвечают 
вихри, нечетным — расчетные точки. . . 

В несимметричном случае, заменив непрерывный вихревой слой № 

вихрями и разместив между ними М --1 расчетную точку, получим 
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из условия непротекания М —1 
уравнение. Недостающее уравне- 
ние вытекает из условия (4.36). 
Координаты вихрей и расчетных 
точек могут быть заданы либо по 
формуле, обобщающей (4.37): 


лЁ 
и—|’ 
0<#<2(М—1, 
либо по формуле 


лЁ 
8 = с0$-у, 


Е = 60$ 


(4.38) 


15 2М-—1, 


(4.39) 

где нечетные значения А отвечают 
вихрям, четные — расчетным точ- 
кам. 
В первом случае крайний вихрь 
расположен на кромке крыла, во 
втором — на некотором расстоянии 
от нее. 

На рис. 4.3 показано распределение интенсивности вихрей, полу- 
ченное при различном числе расчетных точек. Видно, что даже мини- 
мальное число точек (№ = 3) позволяет получить неплохие результаты. 

Значения М, (#) найдем, дважды проинтегрировав полученное рас- 
пределение вихревой интенсивности. 
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Рис. 43 Влияние числа вихрей на 
точность расчета: 
1—8=0.0$; 2—1=0,10; 53—1=2,00; д 
№=3; 0-№=-6; ОМ; 

№2, 


-45 0 





. [2 
Расчет производных и, и м можно выполнить по формулам 


численного дифференцирования, предварительно вычислив М: для трех 
значений А, определенных, например, в виде 


1—5’ 


где и — значение й, для которого рассчитываются производные. 
‘огда ` 


Ш 
М-тЕЕ №№ в- 


ам, (# 1 

т = зву М, 6) — МЬЫЛ, 
@М, (в) — [1 12% #1) М. М, в) 
а у ин. 


$ 5. ВЛИЯНИЕ ФОРМЫ ГРАНИЦЫ 
НА ГИДРОДИНАМИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ КРЫЛА 


Прежде чем перейти к анализу результатов выполненных расчетов, 
отметим, что размеры, входящие в формулы для гидродинамических 
сил, можно разделить на две независимые группы: продольные и по- 
перечные. Для каждой группы может быть выбран свой характерный 
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размер. Отношение этих размеров 
определяет удлинение ^.* и харак- 
терный угол атаки крыла &*. 

Коэффициент  гидродинамичес- 
кой силы можно представить в 
виде 





св (©*, №№) = Ас, (=) , 


где св уже не зависит от соотноше- 
ния между продольными и попере- 
чными размерами. 

По формулам, полученным в $53, 
были выполнены расчеты гидроди- 
намических характеристик крыльев 
треугольной формы в плане, дви- 
жущихся около поверхности перио- 
дического профиля вида 














75 Хх 
9 ти 


Рис. 4.4. Зависимость с» (4) и ст (6) 
от положения передней кромки кры- 
ла для воли заданной высоты (циф- 
ры у кривых — отношение длины 
волн к хорде крыла). 


05 
5 


Хх 
1, | 
(4.40) 


Коэффициент момента треугольных крыльев рассчитывался от- 
носительно точки, отстоящей на 2/3 хорды от передней кромки, в ко- 
торой расположен центр давления крыла в безграничном потоке. 

Типичные ‘результаты расчетов приведены на рис. 4.44.6. 

На рис. 4.4 показана зависимость с» и с» для треугольного крыла 

от положения его‘задней кромки относительно профиля поверхности 
для волн различной длины. . \ . 
‚ Как видно, полученные зависимости не гармоничны, что является 
следствием нелинейной зависимости функции М; от й. Зависимость, 
близкая: к гармонической, имеет место лишь в том случае, когда от- 
ношение А»/Н мало. 

: Для сравнительно крупных возмущений, амплитуда которых соиз- 
мерима с размахом, а длина превышает три хорды крыла, кривые со- 
стоят из последовательности пиков, отвечающих движению у возвы- 
шенных участков поверхности, и участков с медленным изменением 
Сл И Си, отвечающих движению у впадин. . 

- Увеличение с„ при подходе к возвышению происходит медленнее, 
чем его уменьшение при удалении, причем максимумы кривых отвеча- 
ют положению крыла, когда задняя кромка не дошла до вершины воз- 
вышения. Л (^ 

Увеличение длины волны при постоянной амплитуде ведет к то- 
му, что отношение ширины пика к длине волны падает, а к хорде кры- 
ла — растет (рис. 4.5, 4.6). Максимальные и минимальные. значения 
с„ с изменением длины волны меняются мало: с, их = 2,142 А ‘при 
1» = ЗВь, с, = 2,24 В, при Ё»ь = 200 Вь- т 


в тах 
8* .115 


2; = — 4ь | - с03 2х 











Рис. 4.5. Зависимость с» (х) 
для волн разной длины. Разме- 
ры по оси ох отнесены к длине 
волны: 

1556; 2—Ав=20; 3—А,=100; 4— 
—Ав=200. 


Рис. 4.6. Зависимость с» (х) 
для волн разной длины. Разме- 
ры по оси ох отнесены к хор- 
де: 

1—2; 2— №100; 3— №, =20. 


Рис. 4.7. Зависимость коэффи- 
циентов гидродинамических сил 
и их производных от взаимного 
положения крыла и волны: 

1-—вп/а\; 2—8; зах *— 





а д: В б-елуча тер 


в ^ ® 
8—ст/а\; 9—ст Г 0—етр 





Все отмеченные особенности непосредственно вытекают из форму- 
лы (4.18). Первое ее слагаемое достигает максимума в момент, когда 
задняя кромка находится над вершиной возвышения; второе к этому 
времени уже принимает отрицательное значение. 

Уменьшение длины волны ведет к сближению пиков, отвечающих 
соседним возвышениям. При этом максимальные значения с, заметно 
падают, а минимальные возрастают. 

Анализируя изменение производных от аэродинамических коэф- 
фициентов (рис. 4.7), обратим особое внимание на производные с и 
<», которые в безграничной жидкости равны нулю. Если амплитуда 
и длина волны достаточно велики, эти производные изменяются от 
значений, близких к нулю над впадинами, до сравнительно больших 
величин над возвышениями, что может`существенно изменить харак- 
теристики крыла как динамической системы. Относительное измене- 


ние других производных (например, с, с®) невелико. 
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$ 6. КРЫЛО У ПОДВИЖНОЙ ГРАНИЦЫ 


Случай движущейся границы отличается от описанного выше толь- 
ко тем, что уравнение поверхности Х, явно зависит от времени 


. 2: = В, (Х, 1. 
Производная функции Е; по # должна быть величиной порядка г, а 
по Х — порядка г, 


Граничное условие непротекания на этой поверхности записыва- 
ется в виде т 


гФ 42, 
708 2, 


Очевидно, что потенциал скорости Ф можно представить в виде сум- 
мы: 


Ф-Ф,+Ф, 


где Фо — течение, вызванное только движением поверхности Х;, так 
что на ней выполнено условие 


2% _ 42. 
702 = ар 


Задача об определении потенциала Ф, может быть решена незави- 
симо от задачи о крыле, и в дальнейшем предполагается, что она ре- 
шена. | : . к ` 

Обозначим Ио (Х, й и И! (Х, 8) значения нормальных производных 
потенциала Ф, на поверхностях УХ; и Хк: 





0,9 = _,, (4.41) 
р 9Ф. 
ИХ, 9 = |... (4.42) 
Отсюда. а, й г 
а 
(4.43) 


Я = (Х, 9—0, (Х, 9 на 5». 


Следовательно, задача об определении потенциала скорости Ф. све- 
лась к задаче о крыле вблизи неподвижной границы, но с другим рас- 
пределением нормальных скоростей на крыле, и решение ее может быть 
записано в виде 


Ф,(Х,У, 2,9 = —[9 (Х,) — 01 (Х, 011,061), 
где, как и в (4.5), 


У 2—2 (Х,) 


2.) —2, (Х,) 
тв П=-тоЬ 


в= 2Г.(Х,9) ; 
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Для производной ео ‚ определяющей давление в потоке, получим 
Ф,(Х, У, 2.0 =Ф,(Х,У,2,0 — ИХ, 0 — ИСХ бу т — 
— 9 (Х,9 — О, дУ 5 — 
— 9(Х, 9—0, (%, 1] | к Уф, © 1:8) + 


2—2 (Х,Е 
чи, од. 6% + 
2. (Х.0-2. (Хи 
и, и ду. т, 


или в безразмерном виде 
Ф = Фо (м фид —мМш—фш)ф 





2—2 = 
+“ @и— и) . „+ ф (Е + = ‘) —Ф ( и — ы, . 
(4.44) 
и. НЫ 2 бо: 
где щ = т, и: = у, = т; 2, = и остальные обозначения 
прежние. 


Выражения для коэффициентов нормальной силы и продольного 
момента имеют вид у 


1 
вы = —+ (®, — м.) 1+2 — шум, ® — 
9 


= @—ш)[м, + А] М, (О 4, (4.45) 
в. 
б® = — и й (©... Щи 2 — ЩИ М, ® — 
о 
—@®— и) |, +=@— | М ®) 6% = (4.46) 


Следует отметить, что при деформациях поверхности Х,, характерная 
длина которых соизмерима с хордой крыла, и отстояниях ‚ соизмери- 
мых с размахом, различие между Ци И! мало. Однако если им пре- 
небречь, то дополнительные силы, возникающие на крыле вследствие 
движения границы, не будут стремиться к нулю при увеличении вы- 
соты Не. 

В качестве примера был рассмотрен случай, когда потенциал ско- 
рости Фь задан в виде 


Ф,(Х, 2,0 = — АС, [аш (= 7) 4-9 ут (« т) ‚ (4.41) 
в - 
где Х’ =Х — С,У и. Е 
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Рис. 4.8. Форма волны: 

1 — приближенная формула, 4;=0; 2— 
точная формула, А:=0; 3 — точная форму- 
ла, Аз= +01; 4 — точная формула, А:=—0,1. 


















Рис. 4.9. Влияние движения границы 
на подъемную силу и продольный 
момент: 

]—@=0, волна движется влево; 2— а=0, 
волна движется вправо; 3 — @=0,05, вол- 
на неподвижна; 4— в=0,05, волна дви- 
жется влево, 


Рис. 4,10. Влияние удлинения крыла 
и формы волны на подъемную силу и 
продольный момент: 

1— Азы, 1201; 2-0, 208; 3— 
АаОД, 0,8; 4 АО, А =0,8. 





























Ему отвечает система волн, распространяющихся со скоростью 
С»„Иь вдоль оси ОХ. Длина волны равна Г», а ее профиль может быть 
определен из уравнения 


2, (Х') = А? созуХ' — 1 + (Е ^^ с0з 2%" — 1)]. (4.48) 


При выполнении численных расчетов это уравнение решалось ме- 
тодом последовательных приближений, причем нулевое приближение 
определялось по формуле 


2 = А[соз УХ — 1 + Ил (с0$ 2мХ" — 1}, (4.49) 
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. Которая получается из (4.48) при Ах —0 (пологие волны}, и в этом 
случае может использоваться в качестве приближенного выражения 
для 2ь. 

Замена точного соотношения (4.48) приближенным вполне соот- 
ветствует основным допущениям развиваемой теории. Численные ра- 
счеты показали, что она практически не влияет на окончательные ре- 
зультаты. 

На рис. 4.8 приведена форма волны, получаемая по формуле (4.49) 
при Аз = 0 (кривая 1) и формуле (4.48) при А» = 0, --0,1 и —0,1 
(кривые 2, Зи 4). 

Из сравнения кривых / и 2 видно, что наибольшие расхождения 
между точным и приближенным профилем имеют место во впадинах, 
где расстояние от крыла до волны сравнительно велико и ошибка в 
его определении слабо влияет на значения М, (#) и М: (#). 

Скорости Ио и Ц! вычисляются из (4.47) точно. Так, для (о по- 
лучим 


(о = им, (5туХ' -- А, зт2%Х'), 


где и* = АуСьУс ' — безразмерная амплитуда вызванной скорости. 

Некоторые результаты расчетов для плоского крыла приведены на 
рис. 4.9 и 4.10. 

На рис. 4.9 показано изменение подъемной силы и продольного 
момента для следующих четырех случаев: крыло с нулевым углом ата- 
ки движется слева направо, волна движется справа налево (кривая /, 
и* = 0,05); крыло с нулевым углом атаки и волна движутся слева 
направо (кривая 2, и* = —0,05); крыло с углом атаки © = 0,05 над 
неподвижной поверхностью (кривая 3, и* = 0); крыло с углом атаки 
© == 0,05 движется навстречу волне (кривая 4, ц* == 0,05). 

Возмущения, вызванные движением крыла и деформацией гра- 
ницы, численно равны (@ = 0,05 и и* = 0,05). 

Видно, что характер кривой 3 существенно отличается от харак- 
тера кривых / и 2. 

На рис. 4.10 приведены результаты расчетов для. волны длиной 
1» = 20 ВУ и нулевого угла атаки. Видно, что при изменении удли- 
нения существенно меняется кривая продольного момента. При А, = 
== 0,1 (кривая 1) крыло практически не испытывает экранирующего 
действия непроницаемой поверхности, и продольный момент возника- 
ет лишь вследствие неравномерного распределения скоростей по хор- 
де крыла. При ^, = 0,8 (кривая 2) несущая способность участка крыла, 
прилегающего к задней кромке, повышается при проходе вблизи более 
высокого участка волны, что ведет к появлению значительного про- 
дольного момента, 

Изменение величины Д» значительно влияет на величину и поло- 
жение максимумов подъемной силы и момента. 

Таким образом, использование гипотезы плоских сечений позво- 
ляет оценить нестационарные составляющие гидродинамических сил, 
действующих на крыло вблизи неплоской поверхности, и учесть влия-. 
ние течения, вызванного движением ограничивающей жидкость по- 
верхности. . 
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$ 7. ДВИЖЕНИЕ КРЫЛА 
ВДОЛЬ КРИВОЛИНЕЙНОЙ ГРАНИЦЫ 


В некоторых случаях удается применить теорию тонкого тела к 
расчету крыльев, движущихся вдоль образующих криволинейной по- 
верхности. Примером является крыло в потоке с круговой цилиндри- 
ческой границей, например в струе жидкости или рабочей части гид- 
родинамической трубы. 

Теперь в плоскости поперечного обтекания (рис. 4.11) получим за- 
дачу о пластине`вблизи окружности, на которой должно выполняться 
условие непротекания (в случае твердой поверхности) либо условиео 
постоянстве касательной к окружности составляющей вызванной 
скорости (в случае свободной поверхности). Эта задача легко решается 
численно, поскольку пре плоской задачи о вихре вблизи окруж- 
ности известно [75, 95]. | , 

В случае вихря, расположенного вне окружности, комплексный по- 
тенциал имеет вид 

т _ ю 
=> 1 (5 — 5) Ш —|-—=—- +ы = 16 —6) , 
2 .\ 6—6 ; 
Где (» — комплексная координата вихря; А; — радиус окружности; 
& — координата ее центра. Верхний знак отвечает случаю свободной 
поверхности, нижний — твердой границы. 

Для крыла, расположенного вдоль радиуса окружности, инте- 

гральное уравнение имеет вид 


1 | | 
5 | УрО, | -ачоЪ 450 


ег 





где ыы 
1 
а Е НЕ 
С(Е, Е’; г, В) 5 рии, фи О 
п.о __ К 
зи иери, “=, 
и. (4.51) 


в = и — безразмерное  отстояние 


кромки крыла от окружности (см. 
рис. 4.11); ®«— угол атаки; в’ — 
безразмерная угловая скорость пла- 
стинки: 

‚_ вх) 


® = У, ’ 








2, — угловая скорость крыла. 

Отметим, что в силу ‘условия 
(4.36) последнее слагаемое в (4.51} 
несущественно. 


Рис. 4.11. Крыло, движущееся вдоль 
криволинейной границы. 
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-2 -4-8 © 8 4 2 1 05 


0 1 0%. 
Рис. 4.12. Влияние радиуса кривизны границы на характеристики 
крыла /9 =агс {а (1/гг). 


Произведя расчет, получим значения производных 6%, с, тб и 
ту в зависимости от радиуса, окружности и величины зазора ‚ а 
также производные от этих величин по г, ий. На рис. 4.12 они при- 
ведены для случая, когда поверхность У; является свободной грани- 
цей. Положительные значения г; показывают, что жидкость з2ни- 
мает внешность круга |5—&,|<Зг„ отрицательные — что оно нахо- 
дится внутри этого круга. Случай г, = со соответствует плоской 
границе. Расчеты показывают, что влияние кривизны свободной по- 
верхности существенно лишь при малых радиусах кривизны. . 
Отметим, что в расчетах пренебрегались деформации свободной 


поверхности, которые, следовательно, должны быть малы по сравне- 
нию с размахом крыла. 


Полученные результаты с некоторым приближением могут быть 
использованы и в случае, когда сечение свободной поверхности не яв- 
ляется окружностью. 


$ 8, О ЧИСЛЕННОМ РЕШЕНИИ 
ЗАДАЧИ ПОПЕРЕЧНОГО ОБТЕКАНИЯ 


Эффективность численного решения уравнений вида (4.36) или 
(4.50) существенно зависит от того, каким образом вихри и расчетные 
точки распределены по отрезку, на котором ищется решение. 

Применительно к крыльям в безграничной жидкости вопросы, свя- 
занные с рациональным размещением вихрей и расчетных точек, 
рассматривались во многих работах, например [56, 88, 53]. В них было 
показано, что расчетные точки и вихри должны чередоваться, при- 
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чем необходимо, чтобы вблизи конца отрезка, на котором решение 
ограничено, располагалась расчетная точка, а вблизи конца, на кото- 
ром оно неограничено, — вихрь. 

Если ищется решение, неограниченное на обоих концах, ближай- 
шими к обоим концам должны быть вихри, число которых на 1 пре- 
восходит число расчетных точек. Однозначность решения обеспечива- 
ется дополнительным условием, например заданием суммарной цирку- 
ляции. При увеличении числа вихрей и расчетных точек их коорди- 
наты должны изменяться таким образом, чтобы в пределе расчетные 
точки делили отрезки между соседними вихрями пополам. 

Очевидно, существует бесчисленное множество распределений вих- 
рей и расчетных точек, отвечающих этим требованиям. 

Сравнительная оценка различных вариантов расчетной схемы мо- 
жет быть выполнена путем сравнительных расчетов, при которых си- 
стематически изменяется не только число расчетных точек, но и их 
размещение, применительно к конкретному уравнению. Такая серия 
расчетов была выполнена применительно к уравнению (4.50). й 

Достаточно общий способ получения распределения вихрей и 
расчетных точек, удовлетворяющего приведенным выше условиям, 
состоит в следующем. На отрезке 0< х=2 разместим М равноотс- 
тоящих точек таким образом, чтобы крайние точки находились на 
расстоянии Д от концов отрезка: ^ 

. ЖА Пт. (4.52) 
Точки, отвечающие нечетным значениям # = 21 —1, где 1 <: М, 
соответствуют ‘координатам вихрей, а отвечающие четным # = 2], 
1<]=< М —1 — координатам расчетных точек 
— : : — А 
яы=А--2(—1202%, ж=А+2 (1—3) 7=Г. (4.58) 
Из `(4. 53) как частные случаи можно получить, например, такие зави- 
симости: 











а) при А =0 
и 2—1) 1—1, (4.54) 
Яы = ут = МГ, ° 
6) при А=т о 
ЕЯ (4.55) 
. 1 
в) при А = эи-г 
4—3 4—1 
о м =мет, МЕТ: (4.56) 





` Отображая указанный отрезок на отрезок —1 <у=! при помо’ 
щи непрерывной монотонной функции у =[(х), получаем систему 
точек у„, отвечающую всем приведенным выше требованиям. 
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Имея в виду исследовать 
влияние сгущения точек вбли- 
зи концов крыла на точность 
и сходимость результатов рас- 
четов, рассмотрим распреде- 
ления, определяемые следую- 
щими выражениями для зави- 
симости у = {„ (х) (ниже на- 
ряду с {„ (х) дается ее асим- 
птотическое представление при 
х—0): 


рые, 
0 г: ®=1—в 4.57) 


2 1 = в (5 +], 





Рис, 4.13. Координаты контрольных точек, 
Цяфры } кривых — номера вариантов. В 
в 


случае 7 вижняя кривая прн С =0,75, верх- 
В я 270.25. Кривая 3 лежит ниже 
кривой 2, почти сдивзясь с ней. 


р®=1—" а; (4.58) 
3) в =1- (1#—1-#), Бю-1- 3 (459) 
9 ло ит], о-в 4.60 


5) ь=2 (@ —ЭУ@=Я + са = ‚ (4.61) 





БФ =1— У. 2; 


6) = т[5 1,6], (4.62) 
в =1-ва; 
7 Бы-=а-да-ю ея = 
=1—(1+0х+ (3—4). {4.63) 


Каждая из приведенных функций в сочетании с любым из выраже- 
ний (4.54) 44.56) определяет систему вихрей и расчетных точек, 
которая может быть использована в расчете. В дальнейшем рассмат- 
риваемые варианты обозначаются цифрой, соответствующей номеру 
функции (4.57) —44.63) и буквой, отвечающей выбранному варианту 
формул (4.54) (4.56). 

Все приведенные выражения дают зависимости, антисимметричные 
относительно точки х = |, отвечающей середине крыла. На рис. 4.13 
даны графики некоторых из них при0 хх 1. 
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М 


ы 
Рис. 4.14. Влияние числа точек на результаты расчетов, 


` 

Зависимость (4.58) в сочетании с (4.55) р С а АЫ 

собой распределение точек, АВЕ те и 

нако 

сгущаются у концов крыла, од! 

= больнее сгущение —в случае 4, ОЕ т о йа 

: определяе .58), 

им связь координат точек, , 

с Ри полиномов Чебышева. В варианте 2а расчетные ыы ра 

а с корнями полинома степени М — 1; 26 — ня ия 

совпадают с корнями полинома степени №; 2в — НЫ НЯ 
рей, так и расчетных точек совпадают с корнями пол 

2мМ —1. | 
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Функция [, (х) является моно- 
тонной при —5<.< 1. При 
с = 0 получаем равномерное рас- 
пределение точек (4.57), для с = 
=— = формула (4.63) перехо- 
дит в (4.59). При с=1 произ- 
водная {,(х) обращается в нуль 
в середине крыла. 


Если с>— р ‚› то функция 





Ё(х) имеет конечную произво- 
дную на концах крыла: 


ВО =Е) =1+ 2. 


Типичные результаты расчетов 
коэффициента  присоединенной 
массы с использованием расчетных схем ]а-ба и 16—66 показаны на 
рис. 4.14. Из рисунка видна большая разница в точности, достигаемой 
при использовании равномерной сетки и сеток со сгущением точек к 
концам. Схемы 2, 3, 4 и 6 можно считать равкоценными, так как они 
приводят к одинаковым результатам уже при М ^х 12; значительные 
расхождения получены лишь при М < 6. Точность и согласован- 
ность результатов возрастает с удалением от границы. Для безгранич- 
ной жидкости схема 2 дает точный результат (5 знаков) при № = 2 
для силы и при № = 4 для момента. Схема 5 существенно лучше схемы 
1, но несколько уступает остальным четырем. | 
Варианты схем «аз (Д = 0) и 6» (А = ИМ) дают ошибки, примерно 
одинаковые по модулю, но противоположные по знаку. Применение 


Рис. 4.15. Влияние коэффициента С в 


(4.63) на погрешность расчета при 
И ==00; 





1- 
при 
6в— 


2—А-ИМ; 3—А-=ИОМ-—; 
+—4-0; $5—А- ИМ; при #=0; 
— А= ИМ. 


схемы «в» ведет к увеличению ошибки. Влияние параметра с в форму- ` 


ле (4.62) на погрешность результата показано на рис. 4.15. Здесь при- 
менение схемы 7в позволяет существенно повысить точность расчета. 

Таким образом, отклонения от оптимального распределения, оп- 
ределяемого формулой (4.58), в средней части пластины слабо влияет 
на точность результатов. Напротив, размещение точек и вихрей вбли- 


зи концов отрезка весьма существенно сказывается на результатах 
расчета. 


$ 9. КРЫЛО ВБЛИЗИ ГРАНИЦЫ РАЗДЕЛА 
ДВУХ ЖИДКОСТЕЙ | 


Движенне крыла или тела другой формы вблизи свободной поверх- 
ности жидкости или поверхности раздела двух жидкостей вызывает 
деформацию этой поверхности, причем на величину деформаций су- 
щественно влияет весомость жидкости. Расчет формы свободной по- 
верхности с учетом действия силы веса представляет собой достаточно 
сложную в вычислительном отношении задачу, решению которой по- 
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священы многочисленные работы, начиная с работ Кельвина [111] 
и Хогнера [153]. 

Применительно к крыльям конечного удлинения и глиссирующим 
поверхностям эта задача рассматривалась в работах Л. А. Эпштейна 
[131}, Г, А. Гошева [34], С. Д. Чудинова [123], Т. Нишиямы [158], 
А. И. Тихонова и Н. Д. Маляровой [115] и др. Однако большинство 
авторов ограничивались либо описанием общей схемы волновой си- 
стемы, либо расчетом отдельных ее элементов. 

Между тем в некоторых частных случаях можно предложить срав- 
нительно простые расчетные методы, позволяющие получить достаточ- 
но подробную картину волнообразования. 

В наиболее общем случае рассматриваемая ниже задача формули- 
руется как задача о волнах, которые возникают на границе раздела 
двух жидкостей, имеющих плотности р; И р и скорости на бесконеч- 
ности У, и Уз, при обтекании находящегося в одной из этих жидкостей 
крыла. 

Поскольку предполагается, что обе жидкости идеальны и вблизи 
границы раздела не возникает завихрений, течение описывается двумя 
потенциалами скорости ф: и фз, каждый из которых удовлетворяет 
уравнению Лапласа. На границе раздела », должны выполняться два 
условия: равенства давлений и равенства нормальных к т раз- 
дела скоростей. Они могут быть записаны в следующем виде [65]: 


раУ! (Фихх + 4912) == 62 (Фохх + +2), (4.64) 


я У, 
Ф!2 = 922 т , (4.65) 
и, =, 


где индекс 1 обозначает верхнюю, 2 — нижнюю жидкость; & — уско- 
рение силы тяжести. р м 
В Ось ОХ направлена по скорости течения на бесконечности, 
вертикально вверх. Будем считать, что р; < р», так что поверхность 
= ны р задача простой заменой парамегров может быть 
приведена к частному случаю, когда У, = У». Обозначим 





У. 
фз = Фу $ 
Тотда условие (4.65) примет вид 
Фф12 = Фз2, . 
а условие (4.64) с учетом (4.65) можно записать в виде 
р*Фихх — Фзхх = %* (1 — р*) $32, (4.66) 
где 
*— И 
раз ; 
— 0*\› 
м = з = я к 
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Если скорости потоков равны, то условие (4.64) сводится к [111]: 
РФ. -- 912) == рь (фах + фаз). 
1хх 
Поскольку в этом случае Фиг = фох, получим 


РЕ фах — Фохх == 9 (1 — 1 91. 4.67) 
ри Фихх — Фахх у (1 ри 2 {4.67} 


Уравнения (4.66) и (4.67) отличаются лишь значениями коэффициен- 
тов при производных. 


На границе тела, погруженного в жидкость, должно выполняться 
условие непротекания 


2 = — Усоз (и, Х), 


где { = 1, если тело находится в верхней жидкости, и { = 2, если в 
нижней. 


Это граничное условие останется неизменным для тел, расположен- 
ных в верхней жидкости, либо преобразуется к виду 


2 = — И.с0$ (п, Х) 


для тел, расположенных в нижней, В обоих случаях оно по форме сов- 
падает с граничным условием для случая равных скоростей. 

Таким образом, рассматриваемая задача свелась к задаче с одина- 
ковыми скоростями, но с другим отношением плотностей и иным чис- 
лом Фруда. Например, для источника, расположенного на глубине 


В под поверхностью раздела, методом интеграла Фурье получено реше- 
ние 


х 

(1—0*) Асоз* 9 —а * 

{1 р*) со 0 — а В 
= [1— -21 |9 (1 —о* 

где а= (1 СР {1 — 6*) м*. 


Отсюда видно, что решение приводится к форме, соответствующей 
случаю равных скоростей [96]. 


$ 10. ОБЩИЕ ВЫРАЖЕНИЯ | 
ДЛЯ ВОЗМУЩЕНИЙ СВОБОДНОЙ ПОВЕРХНОСТИ 


Ординаты волн, возникающих на границе Дел 
ных плотностей, определяются соотношением [111] 


РаУзФох — РУ: х 
ме, 
ы Е (р — р) 
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ела жидкостей раз- . 





При исследовании движения крыльев, удобнее пользоваться выра- 
жением Су через потенциал ускорений 


— — 29: — вв: 4.68 
= — > 008 
или в безразмерном виде 
| 2 5 ие 
а [98.2010], 4.69 
ее (0-66), (4.69) 
а _ 0, 2 — 61 
где и 9 в = Г 


Для потенциалов ускорений при движении тонкой несущей по- 
верхности под границей раздела жидкостей разных плотностей были 
получены следующие выражения [96] (здесь ИУ, = У» = Уд): 








#05309 —9 


дл 
2 
у. 7 1-а (’ #260529  —2—2)-- о, Ё 
©, 48 |1.) 11 е Че + 
д 1 
= 


2 


м га в ах'ау, 
7 #60579 —У 





—ма 


а 


ее [ии (+) -тВе | [[вывях 
РУз Ы 


а 


веене-ичаь | 8] ах'4У", 
Я #с0520 —У 
. Та 
где о = — (Х—Х') соз0 +- (У— У’) 0. 
Отсюда : 


1 } у уг ЕЕ 
и (10, У) (уенесуедеяРе + 


„ 22050) 
хер |. ( оз _ 


2 


к ь 
3. 20580 —в’-о, оу 
1 №0910 __ -ЫЮь (090 о ак 491 ах'ау’. 
+= | [ воза 9 © | выв-у ] } 
_я м ы 
Й (4.70) 


Рассмотрим случай, когда нагрузка распределена по размаху рав- 
номерно: `. ь ай 

| и, у = [7 

0, [У[>2. 


. 129 
9— 14-893 


Получим . 








1 _& . 
= 1+ а)^ ив [УТ 1 
А рн т Г |+ 
Г] 


ра 


ов 29<0530 Ав 5—5") 6050 /„{АМи—1)зт0 
Нар иостие 


—2 Ш 
Фут #с0570 — ААВ ($ —5')с050 тв 
ны )4— {расе ы (Е 19516 
ь 
—АА-Нте 40 
о. “4 т} 4. (4.71) 


В формулах данного и последующих параграфов размерные величины 
обозначаются заглавными буквами, а безразмерные следующим об- 
разом: 


а МНЕ 4 Н и 
г = Ву’ $ = в,’ =, ь — тв, › 


2 Н х у | 
Е О 


При вычислении входящего в выражение (4.71) интеграла по 9 
следует соблюдать осторожность, так как он содержит множитель 
Изл 60. Запись 2 в виде (4.71) обеспечивает отсутствие волн при | у| > 
— со. Если же этот иитеграл разбить на два слагаемых, соответствую- 
щих волновым системам правой и левой кромок, то предельное зна- 
чение каждого из нкх зависит от того, с какой стороны от точки 0 = 
= 0 проходит контур интегрирования. Правильный результат будет 
получен, если направление обхода одинаково в обоих слагаемых. 
ий \ — со выражение для 2у переходит в формулу для ординат 

за подводным крылом в плоскопараллельном потоке. ействи- 
тельно [97], ы 7 
+! (ра 
т | о = %-| 2] (р), если а>0, 
Ба р — п (р), если а<0. 
Следовательно, при |у| < 1 


1 











5 _1-+аф } —й, 1 в Ив 
2т = Ав СЕ 8—7) 
7 Зло, 1 а т 2 | #— 6, ет о 
а 
Е Ё — АЛЬ: +) р 1 | —й 
ы 2 |= © Ни" и а зе й 6) | к т в ($ — 
ыы 


со 


т Е Ву 
И 3 (3—5) }“ 





&— 5 


А. И. Тихоновым [114] получено выражение для комплексной ско- 
рости за вихрем 
м 
© ма 


Е. Гу © мень 
-- Шуе и 8 Ему 
5 
где ф=$- #2. 
Отсюда 





© 
зы. а 0.5 + | 6 "*^созАз х м ]. 
дл —9®, 
0 

Знаки перед первым слагаемым противоположны, так как у Тихоно- 
ва выбрана другая система координат. . х 

При ^-> со, |/|>>1 и ограниченном 5 формула (4.71) дает 2» — 
—0, т.е. плоская волновая система существует только в области 
между кромками крыла. 


$ 14. ВОЛНОВАЯ СИСТЕМА КРЫЛА 
КОНЕЧНОГО РАЗМАХА 


За кромками крыла, в области, где величины | + у или | —уи 
х = ^—15 одного порядка, волновая система крыла большого удлине- 
ния будет носить типично пространственный характер. 

Для точек, в которых значения Их - и? достаточно велики, 
можно воспользоваться представлением Хогнера [155]: 


во 


х во _ о 
Яр а: =: Иа К }(х, у’) \ е < сьято 4в4у’ + 
1 —л/2 


"5 2% 
. ия м 0 
+ \ %(х, | е <°°'® п это 404 ах 
у & 


(ь- агс Е | г] ‚ которое в случае 1(х, у) =1(х) приводится к 


виду х 


= — 118 ий + р -+ ах, 


0 


(4.72) 





где 


ху НЕВЕ, 
УТЕС 18 
Речь | е-ВФОННРННУ ГЕ Ниь У Е 4 


при у>6 если 4; <0, то Ги (у) = — [7 (95. 
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Для приближенного вычисления этого интеграла воспользуемся 
. методом перевала [116]. Имеем 
—м 


ве ок УИ р, (4.73) 
где а=-—#; Н,=ит-ва+®). 


Найдем корни уравнения }' (*) = 0: 


— У! -— 82 —1—И-8 

а 1+ п. (4.74) 

Деформируем контур интегрирования таким образом, чтобы он 
прошел через точки #; и Аз вдоль линий Пи } (#) = 0: 

‚= —пи- хо —вои--®)-хени УТ 
= Ве [ме +[е а. 
Р 

Контур [, идет из бесконечно удаленной точки по второму квадранту, 
пересекает действительную ось в точке # = —№ под углом —45°, 
затем проходит через точку # = & под углом 45° и заканчивается в 
точке А = — =. 

Согласно методу перевала заменяем } (#) ее разложением в окрест- 
ности стационарных точек: 


КОНТР 
в окрестности # и 
КТР 


в окрестности А», а интеграл по Ё, заменяем суммой интегралов по ка- 
сательным к Ё, в точках перевала: 


Го (9) = Ве ыы + 


1 
енто | ры и 
< ТЁ 
и” 


(4.75) 





+ИГЕЕ ео её о -ЬУ }. 

2 ,, . 
Контур Ёз проходит через точку # = #, под углом —45° к действитель- 
ной оси, контур [4 — под углом -|-45° через точку Ё = №». Здесь уч- 
тено быстрое изменение множителя на контуре интегрирования [27]. 
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И ИЕН 


Подстановка # (1 = 2) = Ё приводит выражение (4.75) к виду 


то = Беле -УТЕИ нь 


© 
* 2 
х | ее “ ИТ Ноты х 
+ 
о 


п 


т 
(4.16) 
+147 


© 
х { еее 
_—® 


Входящие сюда интегралы выражаются через интеграл вероятности 
ошибок [60}: 


* аж: 2. СМИ 
пре Ве УГ у (МТВ 


++ 1+8 стоач-ояьу (- Ра Иры , (4.77) 
тде № (2) =“ ( 1— у |4) в 
Соотношение 
Я =2“[1+@— 9[с(97=) +15 =}, 
где | | 
с = | соз =. 4 


._ лв 
$ (х) = т Ч 


вн °2-. 


позволяет получить выражение для / через интегралы Френеля [60]. 
Формулы (4.74) и (4.76) показывают, что /и{у)—>0 при х-> о, 
так как в этом случае #0. 


Из (4.76) следует, что при > 


Гу к пе Зи ох. 


Рассмотрим случай, когда вся нагрузка сосредоточена на линии 
х >. Тогда 
= ги, 1-1 +%) (4.78) 


где Г — суммарная циркуляция вокруг крыла, не изменяющаяся 
вдоль размаха. 





133 








Рис. 4.16. Волновая система крыла конечного размаха. 


Формулы (4.74), (4.76) и (4.78) показывают, что поверхность разде- 
ла можно разбить на несколько зон (рис. 4.16). 


Зона 1 
т, 
Е 0-й = ле *® тех, 
аи =-— де" Упах, 
27220. 
Зона 2 


| —у 1 ЖЕ. 
т >, ув < 


1, (1— у) = ле" пох, 
+ = — ле" эпох + Ф (в. — Ф(,,), 
ие Г (4) — Ф (6). 





1у 
ТЕ, 


(4.79) 


2. 





Здесь и далее /„, и &„ обозначают корни уравнения (4.70) при 
"= ТУ Вы и — корни (4.74) при у’ =1— у. 

Слагаемые ф (#1) и ф (#2) описывают волновую систему, сходную с 
системой поперечных и расходящихся волн за импульсом давлений 
(110), однако здесь волны актисимметричны относительно линии у = 
= —1. Обе системы волн затухают при х — <. 

Зона 3 

Вы И 4.80) 
у Ю х Уз . { = 
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= — 1+4 ="® зтох. 

Зона 4 | 
1-1 11 1 

Е 


2 = 19 [ре тих — (в) + Ф (вы). 
Зона 5 








(4.81) 


1—у 


1 1+ 1 
>= 


уз, - >. 
Рау) = (+= ле пох, 








(4.82) 


—во 


2 = —(1— а)е ®зтох. 


В этой области, ограниченной линиями у = 7 и у=—1-- УЕ й 
волновое движение имеет характер волнового движения за крылом 
бесконечного размаха в плоскопараллельном потоке. Амплитуды волн 
вдвое больше, чем на линии у = — 1. 

Зона 6 


о< 1+ и 1 


И. а ОН 
ур, 07+“ >—чур, 





(4.83) 
—во 


ии = я тах — Ф (вы) + 9 (6), 
а = пах + 9.) — Ф(в.), 
= [9 (ь) +9) + 96.) — 1. 
Зона т 





О «у у-Ь 


| (4.84) 
„= 1+8 Грле "пох — $ (вл) + Ф (#5). 


При х-> со корень: стремится к 0, соответственно аргумент 
функции И уе 0. стремится к 0, а сама функция стремится 
к 1. Следовательно, Ни ф (#,) = ле`*® ох, 2-0. 

Зона 8 я 


Щи 14 1 
Оку, 0-5 у, 








2, = . а Г [ле зтох — ф (во) Е Ф (1) — $ (въ) -- $ (в). 
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При х— ой, и Ёь стремятся к 0, а Ф(#) +Ф(—к 2ле *® зп вх, 
следовательно, 2—0 при х- со. 

Проведенный анализ показывает, что волновая система крыла ог- 
раничена линиями, проходящими через его концы под углом @ = 
= 19°28'’ к направлению набегающего потока. Непосредственно за 
крылом образуется треугольная зона, в пределах которой гребни 
волн параллельны крылу, а их амплитуды не изменяются. Справа и 
слева к этой зоне примыкают переходные области, смыкающиеся в 
точке х =, У8, где [, — полуразмах крыла. Далее волновая си- 
стема представляет собой результат. наложения двух кельвиновских 
систем волн. 


$ 12. РАСЧЕТ ВОЛН В ОКРЕСТНОСТИ КРЫЛА 
МАЛОГО УДЛИНЕНИЯ 


Рассмотрим более подробно случай прямоугольного крыла весьма 
малого удлинения, ограничившись случаем а = | (плотность верхней 
жидкости равна 0). 

Перепишем выражение (4.70) в виде 


2/1 
= | а ов Е но 
2% = 4ло ( (76,7) —х,у—у,в, в) дух, 
0—1 





(4.85) 

где | 

ТЫ 
п м о 


зе [к 


ки 


пр 

+ || 

—1/2 1, 
где о = хс036 -|- уз 6. 
В окрестности крыла малого удлинения переменные уи у’ имеют 
порядок 1, а переменные х и х’ — порядок А—1. Следовательно, первое 
слагаемое в (4.86) в этой области будет величиной ‘порядка АЗ. Входя- 
щие в (4.86) двойные интегралы аналогичны интегралам, исследован- 
ным в работах [64, 153, 164]. При х < 0 они убывают по крайней мере 

как х_? и, следовательно, являются величинами порядка 4. 

При х> 0 можно в первом интеграле выражения (4.86) контур 
| заменить контуром Г, а во втором — [; заменить Га, соответствен- 


#8 с05* 0 
# с050—® 


И) , (4.86) 





но приняв во внимание вычеты в особой точке р = с — 5: 
Тогда выражение для С запишется в виде 
о й п/2 р | 
б=— № 12 с032 0 —2Ав-—й0 
ру ранрИ эл! } рб 448 -- 


—л/2 Г 
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НХ КОННИ 


+11 


м2 Ы 


12 с052 0 
#050 — © 


ео #1 4] + 


й 2во Р 
| 6050 <; © 
+ 25 е $ аб 99. 
—йр | 

Здесь двойные интегралы стремятся к нулю при больших а 
ных значениях х так же быстро, как интегралы в формуле (4.86) при 
отрицательных х, а последний член описывает основную часть возму. 
щений свободной поверхности. Следовательно, с точностью до членов 
порядка А? можно принять такое выражение для в: 





(4.87) 


пр _ во 
25 \ ло зао (#050 4 уз 9) 40 при х>0, 

б(х у, В, о) = 9 
0 | : при х<0. 


(4.88) 


Пусть циркуляция распределена по размаху крыла равномерно: 
и №6) при [|< 6, 
77.) ь при |/'1>0. 


Тогда, выполнив интегрирование по у’, получим из (4.85) и (4.88) сле- 
дующее выражение для 2: } 


„= ег ый а-я, 6.89) 
где | | 


т | шо 49 
5 (хи) = | е “°°'9 $ (вх 036) п (ву зат ® боди ‚ (4.90) 
0 


2 
Хх, х<ф, 

м = 
2 2 
д 


= Гб (х’) из формулы (4.89) получаем асим- 


д 
случае 1 (х’) ) 
А. волнованной поверхности за несущей 


птотическое выражение для В3; 


й, изученное в [34]. 
м аражение (4.90) удобно записать в виде 


{ к а 
{ тэ т и УЙ-Фась: (490 
Уз 

Ограничиваясь случаем малых значений ®, 





5%) 5 


что соответствует высокой 
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скорости движения, введем упрощение, использованное в работе [34], 
а именно: примем в (4.90) = 0 везде, где оно не умножается на боль- 
шой множитель х. Тогда 


т Е Тов: ь 
(х, С | и 4 (#2) зп (#4) ЧЁ + 0, (4.92) 
где { = хУо. 


Действительно, интеграл в (4.91) имеет ограниченную производ- 
ную по ® при ® = Ои{ = соп3. 
Интеграл (4.91) приводится к выражению [60] 
1 2 


: 
= -пузш- и В (уе, 
& 


где Рь(2) = т г“ах, Е‚(х) является решением уравнения 


Ви (2) -- 22Е (2) = 1, 


удовлетворяющим начальному условию Ёь (0) == 1. 
обстоятельство позволяет упростить вычисление 2у для неко- 


торых конкретных законов изменения т (х’), в частности для степен- 
ного: 


(4.93) 


29 = Аи". (4.94) 


Действительно, при «<> выражение (4.89) представляет собой 
свертку функций у (х) и /(х). Между тем известно, что вычисление 


свертки со степенной функцией приводится к повторному интегрирова- 
нию. Обозначим 


Ву = (д, 
5 


у = (и, ах 
тогда ы 


| ьа-а=т Ра (<). 
[1 


Следовательно, вычисление ординат свободной поверхности в случае, 
когда интенсивность вихревой поверхности задана уравнением (4.94), 
производится по формуле | 

Ат 

о Инь, 1—9 +141 %,1+ 9. — (4.95) 


В то же время почленное интегрирование (4.93) приводит к урав- 
нению 





2 (х, у) = 


Ба (2) + 226, (2) 21—18, (2) = 3 | 


(4.96) 
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ее 


через решение которого Р, (2) = и„ (2) + ®„(2) выражаются инте 
гралы 1: 
== — 
ыы : Уз 


[9о (2) с0$6 — шо (2) 316], 





Ву =— - ии (2), (4.97) 


в 


1 
В (ху) = (5) ' 3 ш, (да (п — 1)0 + о (2 св (и — 1)6], 
п ы о 
где р 
5=1УИ28- и| = У - и, 
9— аге (ИЗ) = 1 ас. 


Из выражения (4.92) видно, что интересующее нас решейие отвечает 
начальным условиям 


(4.98) 


Е, (0) = Еь (0) =0. 
авнении (4.96) является комплексной величиной, аргумент 
ры мы при постоянных у и й, поэтому из (4.96) 
легко получаем систему уравнений для вещественной из И МНИМОЙ 9» 
частей функции Е» (2):. ва . | 
и, + = (и с0з 20 + 9,5120) — “= (из со 20 -- 9, 51 20) = 


=" и и 
т О 1) 6, 


п 





й —1 2190) — 
от я (0,6085 20 и, 511 20) — бя (9400$ 29 — из 20) 


1" 


= : 
т БЫ 1) 60. 


Интегрирование этой системы Я р, в 
. едур. Посколь 
использованием. стандартных проц к 
емые функции, так и их пр: 

юляют определить как интегриру. 

ре а можно одновременно получить решение уравнения 
‚ < о т 

для трех последовательных значений т: 


Рь ( в } = Ив (0) ©, 





БАНИ . — 0’ п -Е (и, 510 -- 5', с056)}, 
Ра (==)= 25 [и,с0$ 9 — о зт0 ( 
[1 ‘= 2Г1/" 0390 — о" з4п 20 - (4% 911 20 9, с0$ 20)], 
Е п—2 (==)= {25) [“ 05 п в п 


где штрихи обозначают производные по РА 
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Для расчета взволнованной поверхности в точках, абсциссы кото- 


делить две пары функций и» и у„, отвечающих правой и левой кром- 


рых ве превосходят абсциссы задней кромки крыла, достаточно опре- 
| кам крыла, независимо от показателя т. 
р 


Для расчета волн за задней кромкой приходится определять еще 


2 (т — 1) пару функций, приняв за начало отсчета точку #=& = зуь ь 
Поскольку интеграл в (4.91) явно от параметра о не зависит, резуль- 
таты расчетов можно представить таким образом, что и они не будут 
явно зависеть от в. ь 


Поскольку коэффициент А», в (4.94) однозначно связан с величи- 


ной коэффициента подъемной силы крыла, выражение (4.95) можно за- 
писать в виде 





з 
по Иа [178,1 +8, 1+ 944, 
оо 


где 1 = 26. — значение переменной [, отвечающее задней кромке 





р: 
{ крыла; су = 25 $ $ — площадь проекции. 
0 


Выражение в фигурных скобках зависит от ® только через и &. 

При п = 3 можно рассчитать свободную поверхность для случаев 
т=0т=1 им = 2, т.е. когда нагрузка постоянная, изменяется 
по линейному и квадратичному законам. Окончательные расчетные 
формулы имеют вид: 


а) т=0, 0 = 


‚ 


ср и — ть, 
где 


1 (0) = — (1425424 ({, 1—9) 51120, + %((,1— 9) соз 20] -+- 
(252) [из ({, 1 - у) 3126, 55 [1,1 - 5) с0з 20;]}, 
1 (0 = — {25 [4—1 —узщ 20, 55 (1—1, 1 — 9) соз26,] -{- 
(255 (Е — № 1 у) п 26, ив, 1-- 1) соз20,]}; 
6) т= 1, = > | 
4, " 
ло (Из — а — 21,), 


тде {зи '„ вычисляются по формулам, аналогичным предыдущей, 
но с заменой из на у и 0, на %; 


2 





и = 


3 2 
в) т==2, 134 (+) я 
126, 


20 = до (Пь — в — Зв — 31). 
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ЫД————— — 
в ое о 





Рис. 4.17. Сечение свободной поверх- 
ности продольными плоскостями. 







Рис. 4.18. Рельеф свободной поверх- 
ности. 
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В выражения \5 н тв вместо производных входят сами функции из и 
из. Естественным результатом расчета по приведенной методике явля- 
ется зависимость 2(х) при у = сопз4 (рис. 4.17). По этим данным могут 
быть построены также сечения свободной поверхности плоскостями 
х = сопз(, по своему характеру аналогичные приведенным в [34] для 
крыла конечного размаха. Общий характер свободной поверхности 
для трех упомянутых выше случаев (а, 6, в) показан на рис. 4.18. 
Здесь построены диаграммы рельефа взволнованной поверхности, 
т, е, ЛИННИ 27 С0П5{ на плоскости (Ё, и). 

Видно, что над крылом, ближе к его задней кромке, расположена 
впадина, за ней — возвышение. Далее свободная поверхность возму- 
щена слабо (сы. рнс. 4.17). 

За боковыми кромками крыла волновая система начинается с по- 
логого возвышения, за которым следуют идущие под углом к направ- 
лению движения впадина и гребень. 

С увеличением показателя степени в формуле (4.94) центральная 
впадина смещается назад, возмущения свободной поверхности растут. 

Расчеты по приведенным формулам возможны для всех глубин 
вплоть до К == 0. Исключение составляет окрестность линий у = +1 
при == 0, так как в этом случае знаменатель формулы (4.98) обраща- 
ется в нуль. 

Однако использовать результаты, полученные при малых #, сле- 
дует с осторожностью, поскольку положенные в основу методики ра- 


счета допущения нарушаются при приближении к 
о ри пр рыла к свободной 


ГЛАВА 5 


НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ 
ВОЗМУЩЕННЫХ КАВИТАЦИОННЫХ ТЕЧЕНИЙ 





Существует довольно широкий класс осесимметричных и близких 
к ним течений, которые достаточно полно можно исследовать теорети- 
чески, применяя методы гидродинамических особенностей и интеграль- 
ных уравнений, методы теории малых возмущений и основы гидроди- 
намики тонких тел. Такими являются, например, развитые кавита- 
ционные течения идеальной невесомой и весомой жидкостей, возника- 
ющие за кавернообразующими телами, сечения срыва у которых кру- 
говые или близкие к круговым. При рассмотрении этих задач можно 


. получить достаточно надежные теоретические результаты, позволяю- 


щие более полно выявить закономерности поведения свободных границ 
течений. 

В реальных течениях поверхность развитой каверны деформируется 
из-за действия таких факторов, как весомость жидкости, наличие подъ- 
емной силы на кавитаторе, отличие формы кавитатора от круговой, 
наличие границ раздела, влияние капиллярных сил, особые случаи 
обтекания кавитатора и др. 

Исследованию поведения кавитационных течений в поле силы 
тяжести, а также при наличии других возмущающих это течение фак- 
торов посвящен целый ряд монографий [18, 41, 47, 55, 62, 80, 106, 109, 
134] и обзоров [31, 42, 43, 112]. Следует отметить также работы, выпол- 
ненные за рубежом, например (78, 142, 144, 147, 149, 154, 159, 162, 163, 
168, 169], где исследовались некоторые вопросы возмущенных кавита- 
ционных течений. С этой точки зрения представляют также интерес 
работы [57, 58, 63, 70, 93, 108, 122, 129, 140, 141]. Имеется целый 
рт работ об отдельных аспектах данного вопроса ленинградской 

9, 3, 13, 14, 44], казанской [67, 68, 71—73, 113} и новосибирской [38, 
39, 74, 89] школ. Необходимо отметить ряд чисто эксперихентальных 
работ [76, 77, 132—134, 136]. 

Особо надо выделить исследования Г. В. Логвиновича об общей 
деформации осесимметричной каверны из-за весомости жидкости и о 
сжатии миделевого сечения каверны под действием подъемной силы на 
кавитаторе [79—81, 83], которые послужили основой для развития 
целого направления в изучении возмущенных кавитационных тече- 
ний. Дальнейшее развитие эти исследования получили в работах его 
учеников [17, 18, 50—52], в основе которых лежит метод малых воз- 
мущений, где в качестве невозмущенного течения рассматривается осе- 
симметричное кавитационное течение. 
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На основе линейной теории Ю. Ф. Журавлевым была получена 
линейная система дифференциальных уравнений, с помощью которой 
им было исследовано искривление оси каверны силами весомости, 
а также гидродинамической силой на кавитаторе, впервые замечено 
и изучено явление переориентации поперечных сечений каверны, об- 
разованной овалообразными кавитаторами и др. [50—59]. 

С помощью теории малых возмущений В. Н. Буйвол и Ю. Р. Шев- 
чук получили систему нелинейных дифференциальных уравнений, 
описывающих движение возмущенных границ тонких пространствен- 
ных кавери в поперечном поле силы тяжести [17, 18, 21, 23]. В дальней- 
шем эта теория была распространена на кавитационные течения в ве- 
сомой жидкости при наличии различных возмущающих факторов, а 
именно: сил поверхностного натяжения [7, 18, 25, 126], гидродинами- 
ческих сил, возникающих из-за несимметричного расположения ка- 
витатора к скорости потока [18, 26, 124, 127, 128], границ раздела [18, 
22], отклонения формы кавитатора от круговой (6, 7, 9, 18, 19, 125, 
127], особых случаев обтекания кавитатора или каверны. 

В настоящей главе на основе нелинейной системы дифференциаль- 
ных уравнений рассматриваются возмущенные кавитационные течения 
за эллиптическими кавитаторами, а также при наличии местных воз- 


мущений давления, определяется форма каверны за кольцевым высту- 
пом. 


$ 1. ЗАДАЧА О ВОЗМУЩЕННОМ ДВИЖЕНИИ 
ТОНКИХ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ КАВЕРН 


Постановка задачи. Рассмотрим кавитационное течение, близкое к 
осесимметричному, подверженное действию различных возмущающих 
факторов, таких, как наличие поля сил тяжести, отличие формы кави- 
татора от круговой, наличие местных возмущений давления и др. 
Предполагается, что эти факторы лишь слегка изменяют общие зако- 
номерности известного осесимметричного течения, т. е. возмущения 
считаются малыми. 

Введем абсолютную цилиндрическую систему координат г, х, 6, 
связанную с покоящейся жидкостью, в которой со скоростью Уз вдоль 
отрицательной оси х движется произвольно ориентированный отно- 
сительно скорости Уз кавитатор (рис. 5.1). Течение идеальной несжи- 
маемой жидкости около кавитатора и образованной им тонкой кавер- 


ны принимается потенциальным и потенциал, следовательно, Удов- 
летворяет уравнению Лапласа 


_ ах д'Ф 1 1 0х 
У +- та иж. 


(5.1) 


Начало отсчета времени # = 0 будем вести с момента прохождения 
кавитатором (точнее, сечением срыва струй) плоскости наблюдения х = 
== 0. Уравнение поверхности кавитатора считается известным - 


Т (0, 6,0) =. (,0=0. 6.2) 
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Рис. 5.1. Профиль каверны и ее поперечное сечение, 

При # >> 0 в плоскость наблюдения х == сопзё будут входить другие 
сечения каверны 

г=А(Ьх, 6), | 

уравнения которых не известны. Необходимо определить уравнение 

контуров этих сечений и, следовательно, уравнение поверхности всей 

каверны 
Е(ьх,г, 0) =г—Ю(Ьх, 0) =0. (5.3) 


Потенциал Ф течения с возмущениями должен удовлетворять ус- 
ловиям непроницаемости на поверхности кавитатора и каверны (кине- 


матическое условие) | р : 
ат. —0: ок 5.4 
(= * УФУГ) о ре ыы 


(= + ФУР), =0, (5.5) 


где УФ = У —- вектор скорости течения жидкости. На жидких грани- 


цах, так же, как и в каверне, должно выполняться условие постоян- 
ства ‘давления Р = Рк. На жидком контуре, как и в любой точке жид- 
кости, справедлив интеграл Лагранжа—Коши, который совместно с 
условием постоянства давления на границе каверны можно записать 
в следующем виде (динамическое условие): 


[+ ФРИ —Р], = 0. (5.6) 


9 


Здесь Рк.и Ро — давление в каверне и на бесконечности на т 
центра кавитатора; И — потенциальная функция массовых т б 
бесконечности возмущенная скорость должна а в нуль. 
Заметим, что в большинстве случаев используется И 
форма записи. Иногда встречающиеся размерные величины помез 


* 
звездочкой. Основными размерными величинами выбраны: и —_ 
* у о в 

з ижения кавитатора; р п 
ина каверны; У, — скорость дв : 
Е ее с помощью их другие величины приведены к безраз 


мерному виду, например 


©. 7 У= р 
ны = -`’ 
Ф 15: › У 
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Р гу и 
РЕ, (=, = 


Уз ' ря и 


Уравнения (5.1) —(5.6) записаны в безразмерном виде, а число ка 
витации в этом случае определяется по формуле р 


в=2(Р,—Рь). 


На некоторых этапах решения используется подвижная декартова 
система координат /'02’ (в плоскости наблюдения), связанная с цент- 
ром поперечных сечений, которые последовательно входят в плоскость 
наблюдения. Ось оу направлена вертикально вверх, а полярный угол 6’ 
отсчитывается во всех системах по часовой стрелке от вертикальной 
оси. 

Необходимо определить уравнение возмущенной поверхности ка- 
верны (5.3), на которой выполняются кинематическое (5.5) и динами- 
ческое (5.6) условия, вне контура течение жидкости описывается урав- 
нением Лапласа (5.1), а на бесконечности жидкости покоится. 

Граничные условия. Основное невозмущенное течение ` (осесим- 
метричное) предполагается известным, а исследованию подлежат поля 
возмущенных величин, для определения которых применим теорию ма- 
лых регулярных возмущений [30, 66]. Дифференциальное уравнение 
Лапласа (5.1) справедливо для мало возмущенных течений, а вид гра- 
ничных условий для возмущенного состояния необходимо определить 
на деформированном контуре каверны, который не известен. Поэтому 
разложим функции в ряд Тейлора в окрестности точек недеформирован- 
ного контура каверны, который предполагается известным, и получим 
приближенные выражения этих функций в точках деформированной 
каверны. | } 

Поскольку предполагается, что возмущения осесимметричного ка- 
витационного течения малы, то потенциал Ф исследуемого течения ма- 
ло отличается от потенциала Фь осесимметричного отрывного течения 
и поэтому этот потенциал можно представить в виде : 


Ф=Ф,(Ьх, г) Но х,г, 9). (5.7) 
Аналогично представим и радиусы поперечных сечений каверны 
К= К (>) НЕ, х, 0). 


Возмущения потенциала ф и радиуса каверны Ё по теории малых 
возмущений должны удовлетворять условиям 


[уФ1< (уФ), |Е1< А. | 
Представим также давление и потенциальную функцию И в виде 
(РА =Рю-- АР, (И), = Ию ДЦ, | 


где индекс «к0» указывает на недеформированную каверну. 

Определим вид кинематического (5.5) и динамического (5.6) усло- 
вий на деформированном контуре каверны К = Ю, + Е через извест- 
ные значения на недеформированном контуре г = Во с помощью раз- 
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ложения в ряд Тейлора. Ограничимся квадратичным приближением 
формулы Тейлора, ` поскольку потенциал основного течения Ф, точно 
не известен, потому не имеет смысла учитывать члены, пропорциональ- 
ные 2 и более высокого порядка малости. Ввиду тонкости каверны в 
дальнейшем производные по нормали в средней части каверны отож- 
дествим с производными по радиусу. Получим следующие выражения 
для кинематического и динамического условий: 


(ентот, ни ни] 
+ УФУ) | = 0; 6.9) 


Ф ‚1 Фу 
ини.) +947) + 


1 0 Фу = 
+8229 +79] АРА. 


Для оценки порядков величин отдельных слагаемых введем па- 

раметр тонкости каверны е, равный обратному значению ее удлине- 
рек в 

ния: г ^^ АЮ»/[к = В», и параметр малости возмущений 6, как отно- 
шение характерного возмущения к невозмущенному радиусу: 6 с> 
<> ИВ. Символом Ах обозначена величина радиуса невозмущенной 
каверны в миделе, т. е. максимальное значение Юо. Для потенциала осе- 
симметричного течения Фу, ‘точное значение которого не известно, 
воспользуемся приближенным асимптотическим выражением [36] 


р 88 
Ф, = № шг-+0(=) 
и оценим основные величины | 
Юсог, Ф,со = Ша, Ёсо:б, ф со 62? ша. 

Эти оценки справедливы лишь в средней части тонкой каверны, 
поэтому в дальнейшем будут рассматриваться тонкие вытянутые ка- 
верны, которые образуются при малых числах кавитации. 

Сгруппируем в уравнениях (5.9) слагаемые по степеням парамет- 


2 
ров г и 8, опуётив слагаемыес порядком 6*, =* и выше в сравнении с по- 


рядком единица. 
Тогда кинематическое и динамическое условия (5.9) преобразуются ‚ 


к виду , 


2 Тр .2°Ф 20 1 9 9 ЦБ, 
Рая + роб 9’ РО: 
еб (Р-Н АР ИН АО + 





®, ‚ 20, 24, ‚ 0% ‚50 бФ | 0% =) 
+5 “ая ар + ба + ат) + 


д?Ф, \2, ОФ 9% ] _ 3 . 
+3227 +95) += =: |0 ЕЕ. 50. 
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В правой части уравнения (5.10) записаны слагаемые, имеющие по- 
рядок малости 6 по отношению к слагаемым левой части с порядком, 
равным единице. Перепад давления АР выразим через числа кавита- 
ции 9% осесимметричного и о; возмущенного течений: 


5 — 5: Ре] 
АР=Р„—Ру = =>. 
Слагаемые потенциальной функции И определяются выражениями 
В А+ (Е— 103 6) соз@ и 
= с0$0, АИ = “СВР ВЫ 
Ок Е? 0$ 9, ЕЕ , Е Ро › 


где Еп — число Фруда по полудлине каверны; . # = & — искрив- 
ление оси каверны в вертикальной плоскости; д* — ускорение силы 
тяжести. В большинстве случаев слагаемым ДИ можно пренебречь. 

В общем случае, когда нормаль к кавитатору неколлинеарна с век- 
тором скорости У, действующую на кавитатор силу нормального гид- 
родинамического давления можно разложить на подъемную силу, ко- 
торая создает вертикальное искривление оси каверны # == &,, и боко- 
вую, которая приводит к боковому искривлению оси каверны *; в го" 
ризонтальной плоскости. Наличие этих сил обусловливает движение 
центра каждого из поперечных сечений каверны вдоль осей оу (вер- 


тикально вверх со скоростью &;) и ог (в горизонтальной плоскости со 
скоростью 1,). Следовательно, центр подвижной системы координат 


движется со скоростью 7 2 -- 1? и, поскольку динамическое условие 
относится к неподвижной точке пространства, это необходимо учесть. 
Возмущение потенциала проще определить в данном случае в под- 
вижной системе координат, связанной с пентром движущегося сече- 
ния, для чего достаточно учесть это перемещение при вычислении 
производной по времени | 


9 _ д ; а . д 
гу. 


Штрихи указывают на подвижную систему координат, о которой 


упоминалось ранее. 


Кинематическое (5.10) и динамическое (5.11) граничные условия 
существенно нелинейны, что затрудняет получение в явном виде си- 
стемы уравнений для нахождения возмущений формы каверны. Не- 
которые оценки [18] и многочисленные расчеты показали, что кине- 
матическое условие в данном случае допускает существенное упроще- 
ние. Фактически оказывается возможным оставить в кинематическом 
условии лишь линейные относительно деформации слагаемые. По- 
этому условие (5.10} можно записать в форме | 


9$ & 9, 
д’ = ар 8 (= Ад, 


которая была получена Ю. Ф. Журавлевым [50]. 
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В дальнейшем при выводе системы уравнений будут использовать- 
ся кинематическое условие вида (5.12) и динамическое вида (5.11). 

Уравнения возмущенного движения каверны. При малых числах 
кавитации тонкая каверна, созданная произвольно ориентированным 
относительно скорости У.* кавитатором, „будет несимметричной, для 
потенциала возмущенных скоростей ф этого течения можно использо- 
вать асимптотическое выражение [95] . 


= м (2 ва 51 
Ф и 603 10 -|- =: зитб). (5.13) 


Каждое слагаемое этого выражения является частным решением 
двухмерного уравнения Лапласа в плоскости х = сопз+, Коэффици- 
енты ал и В, являются функциями хи и могут быть определены из гра- 
ничных условий в плоскости х = сопз{. Коэффициент 5, в данной за- 
даче несуществен. р 

Так как из физических соображений следует, что возмущенная по- 
верхность каверны непрерывна, то несимметричную деформацию 
Е (Е, х, `0) границ первоначально осесимметричной каверны в общем 
случае можно представить сходящимся рядом Фурье по окружной 
координате: .. 


&= Е я © 603 пб -{- т», $ п0). (5-14) 


п=1 


Здесь & — осесимметричное расширение каверны; Ё и М, — переме- 
щение поперечных сечений без деформации формы в вертикальной и 
горизонтальной плоскостях; &„ и", — деформация самой формы ка- 
верны. 

Ка уже упоминалось, на жидких границах справедливо условие 
непроницаемости (хинематическое), которое связывает потенциал воз- 
мущенного тёчения .ф и деформацию каверны 5. Используя линейную 
форму кинематического условия (5.12), подставляем в него выражение 
для ф из (5.13), Ё `из (5.14) и приближенное выражение для потенци- 


ала осесимметричной каверны Ф, = КК шг. Получаем соотношения, 
определяющие коэффициенты возмущенного потенциала а, и $, через 
коэффициенты ряда Фурье функции &: 


&=Ь-+- А, ъ-; 
аа +ь т), 


(5.15) 


1 з-ЕТ : г Пл 
и=— (ы+№ 2). 
Выражение для потенциала несимметричного течения теперь запи- 
шется в виде - 


Ф= в+№-) шг— 
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-У Е [+4 2) ло + (+ № д} тив]. (5.16) 
п 








Неизвестные коэффициенты ао, а», 8, определяются при помощи ди- 
намического условия (5.11). Определим все слагаемые динами- 
ческого условия и подставим их выражения в (5.11). Сгруппиро- 
вав слагаемые с одинаковыми множителями соз 79 и $ и@ и прирав- 
няв их суммы нулю, получим бесконечную нелинейную систему диф- 
ференциальных уравнений второго порядка для определения коэф- 
фициентов возмущения Ё„ и 1. Каждое из уравнений системы содер- 
жит бесконечное число неизвестных Ё„ ит, а члены уравнений, пред- 
ставляющие собой различные комбинации этих неизвестных и их про- 
изводных, имеют разный порядок малости. Упростим полученную си- 
стему уравнений, введя дополнительные предположения и выполнив 
оценку членов уравнений. 

Параметр 5 был введен ранее для определения малости характерно- 
го (основного) возмущения по отношению к радиусу осесимметричной 


каверны 855. Предположим, что основными формами возмущений 


каверны являются величины $, (и (искривление оси каверны в верти- 
кальной и горизонтальной плоскостях) и &2, тг (первые члены слага- 
емых, характеризующих деформацию самой формы каверны), а все 
остальные возмущения — величины более высокого порядка малости. 
Эксперименты показывают: если вдоль границ каверны не образуются 
волны большой ‘амплитуды, величины искривления оси Ё, ит, будут 
существенно больше других форм возмущений. Из наблюдений и чис- 
ленных экспериментов известно, что под действием различных. воз- 
мущающих факторов первоначально осесимметричная каверна сплю- 
щивается, а ее поперечные сечения приобретают овалообразную фор- 
му. Поскольку основной вклад в описание формы овала вносят вто- 
рые члены ряда Фурье &; и чз, то их можно считать также основ- 
ной формой деформации. Поэтому в системе уравнений слагаемые 
вида {16 (п,@>>2) можно отбросить, а слагаемые ЫЕь и 8: сохра- 
нить. Это предположение позволяет существенно упростить "систему 
уравнений; если же пренебречь и слаггемыми порядка ,/К, в сравне- 


нии с единицей, то система нелинейных ди й 
й еренциальных 
имеет следующий вид: Ре -— 


43 а : : . . 
аи ФА) ть + п (К) + @ +++ ФАР НИ, = 0, 





1 а : —_1.-. г $ ет . 
пт ат (К В, НЫ, д, а) — 
78 на БЕ и = и 5 АР» =0, (5.17) 


ый 


п К НЫ, — Ч.) + т Е + д) — 
— ть + 2—0, АР, =0 (п=1,2,...). 





та 
гг (ти) — 
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При п-1 в уравнениях следует опустить слагаемые с индексом 


нуль. Величины И„, Оки АР,, АР, являются коэффициентами раз- 
ложения в ряд Фурье функций И и АДР: 


И= У (0, с05п0 + 0. эп 6), 
п=0 


АР = <` (АР, с0з пд + АР, тиб). 
п=0 
Система уравнений (5.17) должна быть дополнена конкретными 


начальными условиями для функций Ён», П„ и их производных Ён, Пл. 

Если рассматривать возмущенное кавитационное течение, обла- 
дающее симметрией относительно вертикальной плоскости у0г, то 
система нелинейных дифференциальных уравнений (5.17) в этом слу- 
чае упрощается и имеет вид . 


от +1 В+ @ ++ АР, 





. (6.18) 
ки (ВЕ, и 2-1 Ра + а Ш 
‚—(,— АР, =0 
("= 1,2,...). 


Система уравнений вида (5.18) используется при исследовании ка- 
витационных течений за кавитаторами эллиптической формы в ве- 
сомой жидкости [19, 26, 125]. 

В #5 


$ 2. О ГЕОМЕТРИИ КАВЕРН. 
ЗА ЭЛЛИИТИЧЕСКИМИ КАВИТАТОРАМИ 


Если форма кавитатора не сильно отличается от круговой, то 
найти геометрию каверны за таким кавитатором можно с помощью тео- 
‘рии малых возмущений. Изучению тонких пространственных каверн 
‘за кавитаторами эллиптической формы посвящен ряд работ 16, 18, 
19, 50, 52, 125, 127]. Так, в [16, 50, 52] показано, что в невесомой жид- 
кости каверна за эллиптическим кавитатором осциллирует вдоль 
своей оси около осесимметричной каверны. Ю. Ф- Журавлевым выпол- 
нены также экспериментальные исследования каверн за эллип- 
тическими дисками и конусами. Интересны эксперименты 
Ю. Д. Власенко по изучению каверн за кавитаторами некруговой фор- 
мы, в частности за эллиптическими кавитаторами [19]. Вентилируемые 
`каверны за прямоугольными пластинами, близкими к эллиптическим, 

исследовались В. А. Лапиным [76]. 
Ниже с помощью нелинейной системы дифференциальных уравне- 
‚ний найдена форма пространственной каверны за эллиптическим кави- 

татором в весомой жидкости. 
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Уравнение поперечного сечения 
возмущенной каверны, как упоми- 
налось выше, для момента времени 
#>0 записывается в виде (5.8). 

Представим функцию, описыва- 
ющую форму контура некругового 
кавитатора в виде сходящегося ря- 
да Фурье по окружной координате 





Рис. 5.2. Эллиптические кавитаторы: 


а— горизонтальной ориентации; б-— вер- 
тикальной ориеятации. 


К, (0) = Ак я о 0316. 


п=] 
(5.19) 

Здесь Кно — радиус некоторого кругового кавитатора; &в — малые 
возмущения формы кавитатора, отличающие его от круга. 

Рассмотрим кавитатор, который в месте срыва струй имеет форму 
эллипса. На рис. 5.2 показаны эллипсы горизонтальной (а) и верти- 
кальной (6) ориентаций. Угол 6 отсчитывается от вертикальной сси по 
часовой стрелке. Если исследуется каверна в невесомой жидкости, 
то ориентация эллипса не имеет значения; в весомой жидкости она су- 
щественна. 


Запишем каноническое уравнение эллипса в полярных координатах 





_— [. ` В 63 
К, (6) = У—я=е ТОТ -, @=1Ш— 7 (< а), 
К, (6) = В ее, > о? 
. Ут — 2 еоззв, °. ь в. 8. 


Поскольку эксцентриситет эллипса е? меньше единицы, то можно 
разложить уравнение радиуса К, (6) в ряд по е2: . 


в (0 = < 900 Зе зи 0 ее 31160 
(9) а +3 с03% 9 +3 6034 0 +5 058 0 о 
Представим степени тригонометрических функций, входящие в это 
разложение для К» (6), через функции кратных углов и после неко- 
торых преобразований получим следующее выражение [125]: 


в,@ = (1+ уе пней! 


Е 
вне + 


мл п__ (22 — ПИ — е2—9 р 
+ У» У, (= 1) ЕЕ Г 2” соз 216] ‚ 5.21] 


п=] р=п 


где верхняя строка соответствует го 
(6 < а), нижняя — вертикально ор 
Выражение (5.21) является обычны 
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ризонтально вытянутому эллипсу 
иентированному эллипсу ($ >.а). 
м рядом Фурье, нулевой член кото- 


ол о банном БЗОННИЙ 


рого имеет вид 


=[? А Оно = 1. 
Ви = (+) [1+ У брт ==] 6.22) 
#&=1 
Остальные члены ряда. имеют вид 
(м (2 — Пн (Е) еп) 
фил = ( а ) У-атерявсяг г (5.23) 


к=п 


Величины Юно И м, являются бесконечными рядами по степеням 
е. Эти ряды абсолютно сходятся при 2? < |, а их суммы по # быстро 
‘убывают с ростом номера п. 

Учитывая это, можно представить выражение (5.21) в следующем 
виде: 


= 
В, (®) = ( ы ) [ль + У СЕТЬ" 03 2] | (5.24) 
п=1 

Выражение (5.24) является уравнением контуров срыва струй. Та- 
кое представление уравнения контура срыва. позволяет интерпрети- 
ровать некруговой кавитатор`как круговой, на котором в начальный 
момент действуют возмущения 'Ёло. Тогда расчет каверны за эллипти- 
ческим кавитатором можно заменить расчетом каверны за круговым 
кавитатором радиуса Кьо` при следующих начальных условиях: 


& (0) =0; & (0) = 22%» 
#1 (0) =0, &(0) = её, 
&(0=0, (0) = 2%» 
5 (0) =0, : 


^ Верхний знак во всех формулах соответствует случаю $ <а, а 
а —6 > а. При В а ор (5.21)—5.25) выражения в 
скобках умножаются на $, а при 6 >> а — наа. 

ОкинЕй круговой кавитатор радиусом Кно ‚ контур срыва кото- 
рого определяется уравнением (5.22), назовем эффективным круговым 
кавитатором, ‘а его радиус — эффективным радиусом. ИС 
выражение для эффективного кавитатора, просуммировав ряд (5.22). 
Если учесть, что (2%)! = (28)!(2 — И, а (28) = 2, то после не- 
которых ‘преобразований выражение для Юз приводится к следую- 


(6.25) 


щему виду: - УЕ м те , 
® р ч 4 
А («) (+ [Авт | е }- а 
м2 
=2 (2) \ Еяе = («= К®. (5.26) 
а 


Здесь К (её) — полный эллиптический интеграл первого рода. 
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К ссжалению, все ряды для Ё» при произвольном значении ин- 
декса п просуммировать не удается. Если контур кавитатора близок 
к эллиптическому (овальный), то в разложении Фурье функции А, (9) 
коэффициент Ё„ является основным [16] и его, как оказалось, можно 
аппроксимировать простой формулой. Действительно, поскольку 
{28 = 28, то выражение (5.23) можно преобразовать к виду 


м выРчен. 


Если записать сомножитель А/(& -|- 1)= 1 —1/(# -{ 1) и заменить 
1ДЕ--1) сперва нулем, а потом 1/2 и выделить в полученных выраже- 
ниях полный эллиптический интеграл первого рода К (2), то получен- 
ные мажорантные ряды суммируются, и для ё» получаются соответ- 
<твенно верхняя и нижняя границы: 


=К®—1<(')<+К®-—2. 


(5.27) 


Поскольку верхняя граница в два раза больше нижней, то целесо- 
образно их уточнить. Это можно сделать, если в выражении (5.27) 


вычислить, например, два члена ряда, а потом просуммировать остав- 
шиеся члены приближенно: р 


3 3 1 Е) : 
Кб ие (‹)<.Ко—2— 
1 3 
ЕЯ: 


Теперь различия между верхней ин 

ижней границами при величи- 
нах эксцентриситетов ей = 0,30; 0,50; 0,75 составляют соответственно 
1; 5н 12 процентов по отношению к нижней границе. Отождествив 


искомую величину с полусуммой границ, получим п 
, иближенное вы- 
ражение для 2 с точностью до ей: . 


5.7 1 3 15 
Е ( )= 5К@ — 1—5 — ба. 

Таким образом, максимальная погрешность 
восходит 6 % для эллипса с нее а/ь = 2 и 0,15), Поэтому 
для таких (и меньших) удлинений последнее слагаемое вообще можно 
опустить. Аналогично, хотя и более громоздко, можно просуммировать 
и другие ряды Ёло для небольших значений индекса п. 

Поскольку при фиксированном числе кавитации основные размеры 
каверны пропорциональны площади кавитатора, то сравним площади 
заданного эллипса и эффективного кавитатора радиуса Юн : 


4 
$= лав, $, =- РКА), 
$5 4 —_ 1 
ЮГ вы 1 —ва-щ +. 
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Рис. 5.3. Зависимость отношения площадей 


$ / $»х эллиптического и эффективного кавита- 
торов от величины эксцентриситета. 


Рис. 5.4. Формы кавитаторов: а— при е*=0,5; 
6 — при е2=0,8. - 





` Хорошо видно, что при не очень больших эксцентриситетах эти 
площади весьма’ близки. Представление о количественном характере 
этой близости. дает рис. 5,3, на котором показана зависимость отноше- 
ния площадей от величины: эксцентриситета. Превышение ординаты 
этой кривой над ‘единицей, умноженное на 100, есть различие площа- 
дей в процентах. Для эллипса с удлинением а/б = 2 (е* = 0,75) рас- 
хождение в площадях меньше 6 %, а при а/6 = 3 (2? = 0,88) — мень- 
ше 15 %. Следовательно, при:небольших эксцентриситетах в качестве 
эффективного может быть взят равновеликий круговой кавитатор, 


. площадь: которого равна площади эллипса. Радиус равновеликого 


кавитатора определяется формулой ` 


В, 


ви. 
но У 1— #3 
Число Фруда, длину и радиус миделева сечения осесимметричной ка- 
верны необходимо вычислять по диаметру эффективного кавитатора. 
На. рис. .5.4 приведены формы кавитаторов: сплошная линия — 
эллипс, построенный по точному уравнению (5.20), штрихпунктер- 
ная -— по формуле (5.24) при 14 членах ряда, штриховая — эффектив- 
ный круговой кавитатор. При неболыших значениях эксцентриситета 
(2 < 0,5) оба эллипса совпадают (рис. 5.4,а), т. е. в этом случае фор- 
мула (5.24) при п = 14. очень хорошо аппроксимирует реальный эллипс. 
Даже. при е*= 0,8 (рис. 5,4,6) приближенное уравнение дает резуль- 
тат (штрихпунктирная линия), близкий к точному. : 
Выполненные. расчеты показали, что при # < 0,7 для вычисления 
формы эллиптического кавитатора`можно ограничиться семью членами 
ряда Фурье (т. е. 8:55 =`0), а с увеличением эксцентриситета (22 ==0,8) 
необходимо учитывать не менее 14 членов ряда. При. дальнейшем росте 
эксцентриситета (а/5 >.4) количество членов ряда, подлежащих вы- 
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числению, стремительно растет, но во всех случаях не будет превы - 
шать 50. 

Поскольку площади заданного эллиптического и эффективного ка- 
витаторов близки, то и каверны за этими кавитаторами будут разли- 
чаться мало. Поэтому расчет каверны за эллиптическим кавитатором 
можно заменить расчетом каверны за круговым эффективным кави- 
татором с возмущениями. 


В невесомой жндкости (Ег — со, &, = Ё = 0) при малых деформа- 
циях система уравнений (5.18), описывающая движение границ возму- 
щенной каверны, распадается на независимые уравнения, которые 
можно проинтегрировать. Запишем эти уравнения в нормальном виде 


О-о 


Используя для радиуса осесимметричной каверны выражение - 
боты [80 а ы . 


(5.28) 


в-ви-и—м—0; м, 


производим замену переменной в (5.28) 
1 Им (1-2 
1+ И-М (2 
и получаем уравнение гармонического осциллятора [19] 


5 О@+и— 1 =. 


«Круговая частота» колебаний этого осциллятора равна Уи — 1, 


а период — 2^/Ип —1. Решение, удовлетворяю 
ловиям (5.25), имеет вид в 5 


$ (9 = 605 (Уп 15 (0 —5(0)}. (5.29) 


Подобное решение при другой апп 
роксимации функции К. был 
получено в работе [50]. Функции &, (д (5.28) т. ры в точках ь 


А 


Ш_ 1 
=> 


в = АА 

ыы У — Ао а—^) ' 
_ л@т—1) 

И (т=1,2,...). 


Поскольку общее возмущение формы каверны УЕ с05 19 
; эв 


является суммой величин Ё„ (1), то нули функции не 6 
р С ы 
ее Я функций Ё, (2). Но чем быстрее р а г 
о - же нули функции 5’ будут приближаться к нулям функ- 
ции (0, которые при малых числах кавитации представляются 
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выражением 


25 


т пит ятеВ р 


(т= 1,2, ...). 


Вблизи значений # == &» поперечные сечения каверны принимают 
круговую форму, после чего ориентация их осей меняется на противо- 
положную. По виду формулы (5.30) можно заключить, что с уменыше- 
нием числа кавитации нули ложатся ближе к кавитатору. Это фор- 
мальный вывод, так как необходимо помнить, что величина &т оТ- 
несена к полудлине каверны, которая растет с уменьшением с. Выбрав 
в качестве линейного масштаба величину, независимую от с, например 
Вно, получим 

. 


1 4 Тк 2 


ат. А Вх — 
В < ет) + =-я@т—0 , ГУ с 


Отрицательные значения #{»» опущены как не имеющие физического 
смысла. В действительности с уменьшением числа кавитации сечения, 
в которых каверна принимает круговую форму, от кавитатора удаля- 
ются. Интересно, что для очень малых значений чисел кавитации коли- 
чество корней уравнения (5.29) на интервале 0<#=2 растет. На- 
пример, при © = 0,001 функция Ъ, дважды меняет знак. Естественно, 
что корни уравнения (5.29) для Е, и нули функции Е’ не совпадают, 
поэтому, чтобы определить точно те значения #, где сечения каверны 
становятся круговыми, необходимо численно решить систему уравне- 
ний и определить нули общего искажения формы каверны #. 


> 
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Рис. 5,5. Характер изменения относительного возмущения 2/0 по # при о= 
==0,08 в невесомой жидкости. 
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Рис. 5.6, Поперечные сечения каверны п =0,75; 
я оер р: ри значениях параметров е?=0,75; в= 
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Рис, 5.7. Зависимость вертикального (В ; 
ров каверны от { пря ты в, а рт 


Следовательно, каверна за эллиптическим кавитатором в невесо- 
мой жидкости осциллирует около каверны за эффективным круговым 
а и эта осцилляция происходит без затухания. 

тот вывод иллюстрируется рис. 5.5—5.7. На рис. 5.5 приводится 
а зависимости относительной величины =/ 50 на интервале 0 < 
со 2 при д = 0,08 и Ег-> оо. Оказалось, что на этом интервале 
(е т безразмерная длина каверны) имеется одно значение ы = 
А 1,47, где & = 0 и сечение каверны близко к круговому, а сечения 
и а имеют противоположную ориентацию осей эллипса. 
а изображены поперечные сечения каверны, возникшей 
т ии кавитатором в невесомой жидкости при в = 0,08, 
‚о. Эллиптический кавитатор заштрихован, а эффективный 
круговой помечен штриховыми линиями (рис. 5.6,а). В сечениях, близ- 
нь На РУ, каверна сохраняет ориентацию осей и форму, близ- 
ее нову (рис. 5.6,а), а вблизи значения Ы = 1,47 ее 
Е и становятся круговыми. В сечении # = 1,75 {рис. 
алая ось становиться: первонавально 
1, сечения - 
ляют собой овалы вертикальной ориентации. На ре, Бы 
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висимость вертикального и горизонтального диаметров от Ё, Из при- 
веденных рисунков видно, что переориентация осей каверны происхо- 
дит возле значения # ^5 1,45, а это хорошо согласуется с результатом 
вычисления корня уравнения для &». е 

На основе энергетического подхода можно объяснить явление пе- 
реориентации осей сечений каверны, возникшей за эллиптическим ка- 
витатором, следующим образом. Пронизывая неподвижную плоскость 
наблюдения, кавитатор образует в ней отверстие, близкое по конфигу- 
рации к форме поперечного сечения кавитатора в месте срыва струй. 
Сорвавшиеся с эллиптического кавитагора жидкие кольца каверны 
расширяются с разными радиальными скоростями в зависимости от 
кривизны контура. Чем меньше кривизна контура сечения, тем боль- 
ше скорость расширения, Энергия, сообщенная жидким частицам гра- 
ниц каверны, расходуется на преодоление разности давлений ДР = 
= Ро —Р»к , следовательно, скорость расширения каверны постепенно 
убывает, Поскольку скорость вдоль большой оси эллипса в момент срыва 
меньше, то она становится нулевой раньше, сечения каверны вдоль этой 
оси начинают сжиматься. Скорость вдоль малой оси эллипса больше 
и нулевое значение ее наступает позже, поэтому вдоль малой оси элли- 
пса расширение сечений каверны продолжается дольше. Когда верти- 
кальный и горизонтальный ‘диаметры каверны будут равны, то сечение 
каверны. становится круговым, именно при этом значении параметра 
2 Ыы. происходит переориентация осей эллипса. За этим круговым се- 
чением форма поперечных сечений каверны опять становится овало- 
образной, но ориентация осей меняется: малая ось до {<< {: стано- 
вится ‘болышой осью после этого сечения, а большая — малой. 

` В весомой‘ жидкости форму каверны за эллиптическим кавитатором. 
можно определить;вычислив на основе системы нелинейных уравне- 
ний. (5.18) при начальных условиях (5.25) функцию 


ВеО-ЬЮ+ 3 сиб. 


п=2.... 


Число Фруда этого кавитационного течения определяется по диа- 
метру.» эффективного кавитатора. у 
`Было`выполнено большое количество расчетов геометрии каверн в 
весомой жидкости за эллиптическими кавитаторами горизонтальной 
и вертикальной ориентации, а также для сравнения рассчитаны соот- 
зетствующие каверны за эффективными круговыми кавитаторами.. 
Анализ этих результатов показал, что при малых эксцентриситетах 
{2 < 0,5) почти всю длину каверны, исключая, может быть, неболь- 
шой участок возле кавитатора, ‘можно рассчитывать как каверну за 
эффективным круговым кавитатором радиуса Кзо. С увеличением экс- 
центриситета растет`и различие между кавернами, образованными за- 
данным эллиптическим и эффективным круговым кавитаторами. Од-. 
нако даже для эксцентриситетов е? < 0,75 это различие проявляется 
лишь до‘миделева сечения, после которого оно незначительно. Поэто-. 
му можно сделать следующий вывод: каверна в поперечном поле силы 
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Рис. 5,8. Поперечные сечения каверны за эллиптическим горизонтально ориенти- 
рованным кавитатором при е?=0,75; в=0,08; Ег==10. 





Рис. 5.9. Поперечные сечения каверны за эллиптич. 
рованным кавитатором при е?=0,75; д=0,08; Ег=10. 


еским вертикально ориенти- 


тяжести за эллиптическим кавитатором в послемидельной части вырож- 
дается в такую, которая возникает за эффективным круговым кавита- 
тором. Ориентация эллиптического кавитатора относительно силы тя- 
жести существенной роли не играет. Приводимые ниже рисунки ил- 
люстрируют этот вывод. 

Рассмотрим случай существенного влияния весомости на кавита- 
ционное течение: © == 0,08, Ег=10 (и=сУ сЕ = 2,26). На 
рис. 5,8 и 5.9 изображены поперечные сечения каверн за эллиптичес- 
кими кавитаторами с эксцентриситетом е? = 0,75 горизонтальной и 
вертикальной ориентации. Кавитатор на рисунках запприхован, а 
эффективный круговой кавитатор помечен штриховыми линиями. В се- 
чениях, близких к кавитатору (рис. 5.8,а и 5.9,4), где действие весо- 
мости незначительно, форма сечений каверны близка к форме сечений 
в невесомой жидкости (рис. 5.6,а). Деформация, обусловленная весо- 
мостью, нарастает по длине каверны и становится особенно значи- 
тельной в послемидельной части каверны. Форма сечений каверны в 
средней части и в конце зависит от характера совместного действия 
формы кавитатора и весомости. Весомость всегда стремится сплющить 
сечения по вертикали и растянуть их по горизонтали. Независимо от 
ориентации эллипса сечения каверны стремятся к круговой форме, ко- 
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торая достигается за миделем (рис. 5.8, би 5.9,6), после чего форма се- 
чений каверны снова становится эллиптической, но с противоположной 
ориентацией осей. Оказывается, что при горизонтальной ориентации 
эллиптического кавитатора процессу интенсивного расширения нижней 
и верхней частей сечения каверны весомость противодействует, а про- 
цесс умеренного расширения боковых сторон сечения ускоряет. По- 
этому сечения каверны за эллиптическим кавитатором горизонтальной 
ориентации почти всегда сохраняют свою ориентацию, деформируясь 
за миделем аналогично деформированию каверны за диском в весомой 
жидкости. Переориентация сечений каверны в этом случае не проис- 
ходит (рис. 5.8, 6). Если кавитатор вертикально ориентирован, то 
процессу умеренного расширения верхней и нижней частей сечений 
каверны весомость противодействует, стремится сплющить их по вер- 
тикали, а интенсивному расширению сечений вдоль горизонтальной 
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, аверны 
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Рис. 5.11. Горизонтальный (Г) и вертикальный (В) диаметры каверны за 
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оси в послемидельной части весомость способствует. Поэтому сечения 
такой каверны раньше, чем в невесомой жидкости, становятся круго- 
выми и раньше происходит переориентация осей эллиптических сече- 
ний (рис. 5.9, 6). В дальнейшем сечения каверны за вертикально ори- 
ентированным эллиптическим кавитатором деформируются как обычные 
круговые под действием весомости {рис. 5.9, в). Необходимо отметить, 
что в конце каверны, например при # = 1,75, деформация сечений ка- 
верны за горизонтально ориентированным эллиптическим кавитатором 
будет несколько меньше (рис. 5.8, в), чем каверны за эффективным дис- 
ком в весомой жидкости, а деформация сечений каверны за верти- 
кально ориентированным кавитатором — несколько больше (рис. 
5.9, в). На рис. 5.10 и 5.11 приведены величины относительных ди- 
аметров Р/Ю= каверн за эллиптическими кавитаторами горизонталь- 
ной и вертикальной ориентации соответственно. Горизонтальные диа- 
метры сечений каверны помечены буквой Г, а вертикальные — бук- 
вой В. Сплошными линиями обозначены горизонтальные диаметры 
сечений каверн за эллиптическими кавитаторами, штриховыми — 
вертикальные диаметры сечений каверн за эллиптическими кавитато- 
рами -- штрих-пунктирными — величины диаметров сечений каверны 
за эффективным круговым кавитатором. Из рис. 5.10 видно, что пере- 
ориентация малой и большой осей сечений каверны за горизонтально 
ориентированным эллиптическим кавитатором не происходит. Го- 
ризонтальный диаметр как возле кавитатора, так и на протяжении всей 
длины каверны был большим. Диаметры каверн за эллиптическим ка- 
витатором и эффективным диском по величине довольно близки. Из 
рис. 5.11 хорошо видно, что диаметры каверн за вертикально ориен- 
тированным эллиптическим кавитатором меняют ориентацию, это 
происходит раньше, чем в невесомой жидкости (см. рис. 5.7). Величины 
этих диаметров в послемидельной части каверны также мало отличают- 
ся от таковых за эффективным круговым кавитатором. Следовательно, 
при вертикальной ориентации эллиптического кавитатора весомость 
ускоряет процесс переориентации сечений каверны по сравнению с 
невесомой жидкостью. 

При малом влиянии весомости на кавитационное течение и при до- 
статочно больших эксцентриситетах эллиптического кавитатора {2* = 
Аг 0,7) картина деформации сечений каверны сходна со случаем де- 
формации каверны за эллиптическим кавитатором в невесомой жид- 
кости. й 
Если же действие весомости значительное, а удлинение эллиптичес- 
кого кавитатора небольшое (2? < 0,5), то деформация сечений каверны 
за таким кавитатором будет такая же, как деформация каверны за 
эффективным кругом. 

На основе выполненных исследований можно сделать вывод, что 
расчет каверны за эллиптическим кавитатором не очень большого уд- 
линения можно заменить расчетом каверны за круговым эффектив- 
ным кавитатором, поскольку формы этих каверн довольно близки. 
Контуры сечений каверн за эллиптическими кавитаторами разной 
ориентации как бы осциллируют по длине каверны вдоль контуров се- 
чений каверны за эффективным кругом. ` ° 
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Рис. 5.12. Проекции каверны за горизонтально о] пентарованным эл- 
липтическим кавитатором при е*=0,75; о=0,0478; Ег==23,7. 
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Рис. 5.13. Проекции каверны за вертикально ориентированным эллип- 
тическим кавитатором при е*==0,75; 6=0,0478; Ег==23,7. 


Проводилось сравнение результатов расчетов и экспериментов, 
выполненных при одновременном фотографировании горизонтальной и 
вертикальной проекций каверн за эллиптическими кавитаторами. 
Эксперименты были выполнены в гидролотке Ю. Д. Власенко. Срав- 
нение показало, что предложенная теория правильно отражает де 
формирование каверн под комбинированным воздействием весомостя 
и формы кавитатора [19]. Приведем один из этих экспериментов для 
наглядности. : 

Рассматривалось кавитационное течение при в = 0,0478, Рг = 
= 93,7 за эллиптическими кавитаторами с отношением осей а/б = 1,5 
и 5/а = 1,5 и диаметром эффективного кавитатора 4н з6 = 14,45 мм. 
Результаты обмера вертикальной и горизонтальной проекций каверн 
за эллиптическими вертикально и горизонтально вытянутыми кави- 
таторами приводятся., на рис. 5.12 и 5.13. Для сравнения на этих же 
рисунках нанесены результаты расчетов (точки)..На рис. 5.14 иока- 
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Рис. 5.14. Дизметры каверны за вертикально (а) и горизонтально (6) 
ритированным эллиптическим кавитатором при е?=0,75; в—0,0478; 
г==23,7. : 


Лк Е 








0 05 0 5 $ 


Рис. 5.15. Удлиненяя каверн за ве 
‚ 5.15. ртикально (В) и горизонтально 
вытянутыми эллиптаческими кавитаторами, } ы м 
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заны отяосительные величины О/4„ вертикальных (В) и горизонталь- 
ных (Г) диаметров каверн за вертикально и горизонтально ориенти- 
рованными кавитаторами. На рис. 5.15 приводятся удлинения А = 
= Риз каверн за вертикально и горизонтально вытянутыми эллип- 
тическими кавитаторами. Можно отметить хорошее совпадение рас- 
четных и экспериментальных данных, кроме конца каверны за верти- 
кально вытянутым кавитатором. Закономерности деформации сечений 
каверны под совместным действием весомости и формы кавитатора при 
данном отношении сторон проявляются довольно четко. Уровень воз- 
мущений от весомости не очень велик (в = о Ус! == 5,87). Боль- 
шая и малая оси сечений каверны за вертикально ориентированным 
кавитатором меняют ориентацию (рис. 5,14, а).. Более интересная кар- 
тина переориентации осей сечений каверны наблюдается за горизон- 
тально вытянутым кавитатором. Деформация, обусловленная весо- 
мостью, увеличивается с удалением от кавитатора и в передней части 
каверны ощущается слабо. Поэтому, как видно из рис. 5.14, б, про- 
исходит переориентация осей каверны. В передней части каверны спер- 
ва вертикальный диаметр сечения был меньше горизонтального (Эв < 
<), а после переориентации он становится большим (в >> Бг). 
Влияние весомости к концу каверны растет, а его действие противопо- 
ложно в данном случае действию возмущения от формы кавитатора, 
поэтому приблизительно на расстоянии 3/4 длины каверны начинает 
преобладать возмущение от весомости. Теперь вертикальные диаметры 
сечений каверны опять становятся меньше горизонтальных (Ов < 01). 
Сила тяжести стремится сплющить сечения каверны по вертикали и ей 
это удается (в данном случае — в конце каверны). 


$ 3. ИССЛЕДОВАНИЕ ФОРМЫ КАВЕРНЫ й 
ПРИ НАЛИЧИИ МЕСТНЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ ДАВЛЕНИЯ 


Рассматриваемые до сих пор течения характеризовались постоян- 
ством поля давления вдоль границ каверны. При движении каверны в 
поле силы тяжести, если даже-это`движение перпендикулярно векто- 
ру ускорения ‘силы тяжести, поле давлений вдоль границ каверны, во- 
обще говоря, переменно, однако это обстоятельство не учитывалось. 
Тем не‘менее изложенная выше теория позволяет учитывать измене- 
ние поля давлений вдоль жидких границ. Впервые такую задачу в 
линейной постановке рассматривали Ю. Ф. Журавлев и Б. И. Рома- 
новский, предметом исследования которых было изменение давления 
вдоль границ каверны. Оно вызывалось действием газовых струй, 
перпендикулярных жидким границам`и дискретно распределенных 
вдоль них в некотором сечении х == сопз. 

Итак, предположим, что в некотором сечении х — хо каверны име- 
ется местное изменение давления, вызванное истекающими в каверну 
радиальными дискретно расположенными газовыми струями. Заметим 
здесь, что причина изменения давления может быть и другая, но ха- 
рактер этого изменения должен сохраняться. Задача определения 
формы каверны может быть решена на основе линейной системы урав- 
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нений | 
$ ь Аоь (х, 0) 
: ЕЮ Е -- ВЕ = — =>, 
оо 0 20 0-0 4 6.30 


В + 28, — #— 1) К = —-5- Дов (*, 9. 


Начальные условия можно считать нулевыми: 
Ь(ю) = (2) = 5 = 5, (%) = 0, п» 1. 
Предположим, что изменение давления происходит на малом участ- 
. ке длины каверны и так, что 
0, <, 
до (х, 6) == } Да (хо, 6), << хо + Дх, 
0, х> хь - Ах. 


Предположение о малой протяженности участка позволит получить 
решение задачи в аналитической форме. 
Перепишем систему уравнений (5.31) в виде 


4 (К) _ _ Аб 
4 4 ’ 


(5.32) 


(ВЕ). 
4х? 


Проинтегрируем эту систему один раз: 


а (В 1 Ё 
26. |, Б-р Ао мы Ах, 


—пА в, = — > Дол. 


4 (КЕ) — к 
ВЫ. — п Врьак 1 1, = 5 | Воьах. 
После вторичного интегрирования имеем 
ВЫ = фах ах 2”. 


Значит, величины деформаций на порядок меньше, чем их скорости. 
В связи с этим 


Е=—вет цы дк = —  АбоАя. 
у 4Вь (хо) 4 * 
я % 
ж-Ах = | 
_ п Се пАс„Ах (5.34) 
& = — бя } Е Ба 
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| а величины Ас» определяются интегралами 





| 
| 
| 
| 
| 





Е. 1 хо Ах 
Ав, = { до, ах. 


% 


(5.35) 


Поскольку, как уже указывалось, порядок деформаций по малос- 
ти выше, чем порядок их скоростей, то имеет смысл решать систему 
уравнений (5.31) на участке каверны х >> х при ненулевых началь- 
ных условиях: : 


$5 (хо) = В, (%0) = 0, 


ЛорАх 


569) = зу, (5.36) 
: пАб „Ах 
- (#) = = (%)° 


При этом можно считать, что для всех х >> хо правые части уравнений 
(5.31) равны нулю. Таким образом, вместо задачи (5.31) с нулевыми на- 
чальными данными можно решать задачу 


42 (В 


а (5.37) 
— 2" — "АЕ, =0 


при начальных условиях (5.36). 
Если для определения радиуса `осесимметричной каверны исполь- 
зовать выражение [80] 


15 = ВкИ1 т 921 —*= Вь (*), 


то получим следующие соотношения: 





@=1— ВИК 





2ю _ 21-х) _ 28А-№. 
© ти РЯ 
752 И а? _ а? 

ИЕ Р®` 


‚ Проинтегрировав первое уравнение из (5.37), получим выражения 
для определения осесимметричной деформации 5» и ее скорости 5 в 
виде . 


АвоАх 








ы. 5 (<) НЕ 48, «— ж), 6.38) 
; | 2 
Бо ки #а-9—ж 
г] [Х) 
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Отдельно будем интегрировать уравнение из (5.37) при п = 1, 
поскольку оно имеет иной вид, чем другие уравнения при п >> 2. Полу- 
чим формулы для определения искривления оси и его скорости в виде 


на = АоздхВо (ко) |, 1 — а (1 — 1 -- а — хо} 
1(х) = — 


дак? Па —х)] 1 —в@—жм)] , 

(5.39) 
Еф — До: АхКо (хо) , 
Г 


282 (х) 


Для того чтобы пронинтегрировать остальные уравнения из (5.37) 
прил > 2 р 
АЕ ЗЫ 
ип рь 0, (5.40) 


введем замену переменной 





4 Же п—аа—2)1-+аа—ю) 
[ды ы 28? ПЕ жИаи= * 6.40 


Тогда получим уравнения 


1+ К (п— ПЕ, =0, л>2, 


которые являются обычными уравнениями гармонического осциллято- 
ра; производная взята по переменной &. Общее решение таких одно- 
родных уравнений имеет вид 


0 = Ак п(а Ил — 0) + В, с0з (а Уп—15. 
ь ны Ав н В„ будут определяться из начальных условий 
(5.36); 
п 
= 2У-—1ю 
В» == 0. 


Запишем теперь общее решение уравнений (5.40) с учетом (5.41) 
в следующем виде: 


пР (хо) - ;) ПИТТ, Иа (1-х) авы 
тузеят бя 9 (= Пр-т ИННа Я › 
‚ И (5.42) 
—_ 7 (5) „- п! Иа —х)] И-а(1—ж)] 
о) с Ааакеов [У и П-в(—ж) 1+0 А. 
Из выражений (5.38), (5.39) и (5.42) видно, что в сечении действия 
местных возмущений давления при х = ж осесимметричное расшире- 


ние, искривление оси каверны и деформации формы каверны (п > 2) 
отсутствуют, поскольку эти величины при х = ж равны нулю, Ско- 
рости деформаций не равны нулю. 
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Ао„АхЮ, (хо), 





$, (*) = — 





&0 = 





Основная трудность в получении количественных результатов, в 
частности в определении численных значений деформаций границ ка- 
верны, заключается в отсутствии данных о величинах Аа, Ахи 2% — 
угловои ширине «пятна» возмущения давления. Их можно было бы 
приближенно найти, например, из эксперимента при истечении газо- 
вых струй на плоскую недеформированную поверхность. 

Для‘ случая { изолированных, де взаимодействующих друг с дру- 
гом струй можно считать, что величина Ко (х) 20% приблизительно рав- 


на поперечному. размеру турбулентной затопленной струи на соответ- 
ствующем расстоянии от сопла, так что 


АхзтВ > 28, (х.) 6, 
где В —угол между вектором скорости местного возмущения и осью 
каверны. : 
Недостаточность информации относительно распределения давле- 
ния ДРь (х, 9%) принуждает, ради ‘упрощения задачи, считать Ах« 1 


и вводить осредненную величину До. Если Т* — импульс возмущения 
(например, воздушной струи), то можно предположить, ято 


[53 
Кб) | 49 { дРьах = а, 
—% х*(9, 


6.43}. 


где. х* (9) — граница пятна давления. . 
Эксперименты показывают, что эпюра избыточных давлений ДР“ 
достаточно полная и потому можно сделать такое допущение: 


арм 07 воз (1 -в,). 6.44) 
о 
х*(9 
Здесь О* — амплитуда давлекия. Подставив выражение (5.44) 
в (5.43) и выполнив интегрирование, получим выражение для определе- 
ния амплитуды ‘давления . 


а МАШ, (5.45). 
270.Во (хо) зп лИ 


Разделив правую и левую части соотношения (5.44) на величину’ 
. *1/*2 
скоростного напора жидкости 4” == 1/2р"Уз, получим 


: Е 
АР"4х г “(1 ь) 





ПЕ РА =. (5.46), 
хо) 1р"Ур И2р“Ус 
Поскольку известно, что 2 
АР 
= 9, 
Ро 


а также учитывая выражения (5.35) и (5.45), можно получить из (5.46) 
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соотношение м 
ы п 
р п? эп В с0$ ( = ъ,) т* 
Дод” = — =, 
2170.Во (хо) п -Г 9 к 
«оторое в безразмерном виде по полудлине каверны Г. представим 
АА лТ эВ "(1 %), 


. 6.47) 
ЗАРбьВ (хо) вт Г % 


чде Т= 17/9 [2 — безразмерная величина. 
Разложим правую и левую части этой формулы в ряд Фурье по 


косинусам на промежутке [=]. Разложение левой части соотно- 
шения (5.47) в ряд имеет вид 
Аб = 1 Аб» сз пб. 
п=0 
В правой части необходимо разложить в ряд Фурье только `функ- 


0 . 
цию сз (14, . В общем случае произвольного числа местных возму- 


и разложение этой функции в ряд Фурье на промежутке 
[с с | имеет вид 





09 = 2105 1 к с0$ п{8 
(1) = + Уааарнясовв. = 649 
==] 
Теперь можно записать разложение в ряд Фурье выражения (5.47) 
а ев | 26 
ды 2вь ат Вод Е” 


У, 
- 16; р севуя=С0$ м 5 
п=1 


Если в этом выражении приравнять члены, стоящие слева и справа 
множителями при одинаковых значениях косинусов, то можно полу- 
чить величины всех произведений АхДо, (п==0, 1,...), которые ис- 
пользуем для определения возмущений 5, и их производных &.- Под- 


ставив В (5.38) полученное значение произве, о, й 
к дения ДхАо„, най, 
личины Ё (х) и $ (х) в виде ы иг 


(6-49) 


—__ ИТ ЮВ 
ЕЛЕ 


(5.50) 
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, ТВ? 1—4 (1—5) (1—0) 
п. 
АВ (хо) В (<) эт 
Аналогично, подставив в соотношения (5.39) значение АхАо:, полу- 
чим выражения для искривления оси &, (4) и его скорости & (х): 
и = лтзтВ ° П—в (1 — <) 1 а —ж)} 


Зав т (ИХ па" ПЕ" 
6.51) 


60$ 0, | 


лРзтВ 


05 {95 
2 
АЗК (о т (бб —1 


&( = 


Подставив в выражения (5.42) значения АхЛо,, получим формулы 
для определения возмущений &, и их скоростей = в виде 


=, [2 - ллТ эт В 
4а Ут Ив? зв = 


Ут и Иа —4) пе 
2 Па -а@—21]” 
603 1бь 


(6 )а— па 
49032 (х) чт ев 


: Х свв (УАТ | ие О 8) 

. 2 И —@(— м] И-+8(1—+) )° 

Выражения (5.50)—(5.52) можно использовать для определения 
скоростей возмущений & в сечении при х = хь, сами же возмущения 
Ъи в этом сечении, как видно из формул, тождественно равны 
нулю. . . 

До сих пор в основном излагались результаты, полученные 
Ю. Ф. Журавлевым и Б. И. Романовским без учета весомости жидкости 
и на основе линейных уравнений движения жидких границ каверны. 
Поскольку эксперименты проводились в гидроканале в условиях, ког- 
да не всегда можно пренебречь действием поля сил тяжести, представ- 
ляет интерес решить эту задачу в нелинейной постановке на основе 
уравнений (5.18). В этом случае в сечении х = % деформации жидких 
границ и скорости этих деформаций уже не будут определяться 
выражениями (5.36) и аналогичными им: к значениям этих величин 
должны быть добавлены также деформации и их скорости, вызванные 
весомостью жидкости. Так что в качестве начальных значений для 
Ы (м) и & (№) должны выступать по крайней мере их суммарные зна- 
чения. 

Как пример рассмотрим кавитационное течение в весомой жидкости 
при наличии в сечении х = х двух местных возмущений давлений 
({= 2), которые расположены симметрично относительно оси 02 
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с0$ п 6, 


"рву ит Х 


хоп { (6.52) 


ллТ чп В х 





(= 
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Рис. 5.16. Схема двух изолированных 
местных возмущений. 


Рис. 5.17. Зависимость возмущения ка- 
верны Ё от {: сплошная линия — расчет- 
ные данные; крестики — эксперименталь- 
ные. 


Рис. 5.18. Поперечные сечения каверны: 


сплошные линии — каверна в весомой жид- 
кости с двумя местными возмущениями дав- 


ления;  штриховые — каверна в — весомой 


жидкости; штрихпунктирные — каверна в не- 
весомой жидкости с двумя местными возму- 
щениями давления. 














(рис. 5.16). Вектор скорости местных возмущений перпендикулярен 
к оси каверны (В = =). Тогда формулы (5.50) —(5.52) для скоростей 
возмущений можно упростить к виду . 


хо 
о) 81 (ко) ° 
(5.53) 
лпТ с0$ 270, 


В ВВ 
$) 320222 (ж) (5/46) — па @>5. 

Как видно из второй формулы (5.53), аргументы косинусов явля- 
ются функциями 6», кратными двум, следовательно, скорости возму- 
щений &л (х) будут не равны нулю только при четном значении индек- 
са п. С учетом этого, преобразуем выражение (5.53) и получим 

„ «Г со3 6, 
Еж = о 
1 160252 (м п_\*, 

око (хо) ( в} — 


(=21=2, 4,...). 





По этой формуле вычисляются скорости возмущений в сечении х = 


Хо. 
На рис. 5.17 приводится график изменения общего искажения ра- 
диусов поперечных сечений каверны по ее длин? при наличии «сосредо- 
точенных» газовых струй и с учетом поперечного поля силы тяжести. 
Расчет (сплошная линия) и эксперимент (крестики) были выполнены 
при с = 0,0432; Ег = 15,841; Т = 5,069.10-5; 0, = 10°; х = 0,373. 
В данном случае влияние поля силы тяжести довольно значительно. 
Хотя при наличии газовых струй это влияние более сложно, чем без 
них, тем не менее величина известного параметра, определяющего в 
этом случае влияние вёсомости и = в ИсЕ!г? = 2,26, такова, что 
предполагает заметное воздействие его на форму каверны. 

Из рис. 5.17 видно, что результаты расчета и экспериментов со- 
гласуются вполне удовлетворительно. Неболыное рассогласование 
вблизи места действия газовых струй практически исчезает по ме- 
ре удаления. Любопытен характер деформации: она практически сим- 
метрична относительно сечения, расположенного вблизи миделя; сна- 
чала она нарастает, потом уменьшается до нуля. 

На рис. 5.18 показаны расчетные формы шести поперечных сечений 
каверны: х == 0,50; 0,75; 1,00; 1,25; 1,50; 1,75. Сплошные линии соот- 
ветствуют случаю весомой жидкости и двух радиальных струй; штри- 
ховые — каверне без струй в весомой жидкости; штрихпунктирные — 
каверне со струями в невесомой жидкости. 

В сечениях, расположенных в передней части каверны, весомость 
еще сказывается мало, поэтому хорошо видны две симметричные вы- 
пуклости от струй. Эти выпуклости практически не зависят от весо- 
мости. Различия начинаются за миделем. При этом хорошо видно, что 
в невесомой жидкости во всех сечениях проявление струй симметрич- 
но. К тому же эта особенность в виде струй проявляет себя, как и осо- 
бенности на кавитаторе: за выступом вскоре появляется впадина. 
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В самом конце каверны влияние струй уже практически не заметно: 
форма сечений такая же, как и у каверны без струй. 

Аналогично можно рассчитать форму каверны для произвольного 
количества местных возмущений давления, но только в том случае, 
когда эти возмущения в момент действия расположены так, что их 
взаимным влиянием можно пренебречь. 


$ 4. ОСЕСИММЕТРИЧЗНАЯ КАВЕРНА 
ЗА КОЛЬЦЕВЫМ ВЫСТУПОМ 


Рассмотрим осесимметричную каверну, образующуюся за выступом 
на внешней поверхности кругового цилиндра (рис. 5.19), который на- 
ходится в потоке идеальной жидкости, направленном вдоль его обра- 
зующих. Цилиндр простирается бесконечно далеко вверх по потоку, 
так что возмущения.от его переднего конца отсутствуют. | 

Число кавитации о считается малым, а отношение радиуса цилинд- 
ра К; к высоте выступа Н — большим. = 

{ Радиус наибольшего сечения и форму НЕЕ части каверны можно 
определить методами, изложенными в [80]. 
Применяя теорему импульсов к жидкости, заключенной внутри 
контрольной поверхности, которая показана на рис. -5.19, получаем 
и 
$«= РТ +5. (5.54) 
где 5$к — площадь наибольшего сечения каверны; 51 — площадь се- 
чения цилиндра; \ — сопротивление выступа; & — поправочный мно- 
житель; = 0,96 —1 [80]. Отсюда находим выражение для безраз- 
мерного радиуса каверны: 


К 
пк де = Ут, + 1), 


ГДЕ Схь — коэффициент сопротивления выступа; 





6.55) 





Форма каверны в средней части описывается уравнением [81] 


9-м Ут (), 


где & — расстояние рассматриваемого сечения каверны от наибольше- 
го сечения; $ — большая полуось эллипсоида, которым аппроксими- 


руется форма каверны. Здесь и далее все размеры отнесены к высоте 
выступа Н. у 


Согласно [80] 


(5.56) 





ь—1,922. ИГР 


’ 


где 
__ 1925 
Ус ао) * 
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с;д = 0,82 — коэффициент соп- 
ротивления диска при’ кавита- 
ционном обтекании с числом 
кавитации с = 0. 

Формула (5.56) не справед- 
лива вблизи концов каверны и, 
в частности, около выступа, что 
не позволяет непосредственно 
связать контур каверны с фор- 
мой выступа. Это затруднение 
можно преодолеть, вводя «пере- 
ходный участок» [80], контур ко- 
торого проходит через линию 
отрыва потока и согласуется с 
контуром средней части каверны 
таким образом, чтобы на линии 





Рис. 5.19. Продольный разрез каверны 
за кольцевым выступом: 


1— контур эллиосоидальной каверны; 2-— 
контур каверны за пластинкой; сплошная 
линия — действительный контур, штряхо- 


вая — его продолжение; 8 — плоскость- 
наибольшего сечения каверны; 4 — кон- 
трольная поверхность; ® — точка согла- 
сования. 


согласования суммарный контур 
не имел излома. 


Если высота выступа Н мала по сравнению с радиусом цилиндра 
К. а. 
В: (.. = > 1) ‚ течение в окрестности выступа будет мало отли- 


чаться от плоскопараллельного. 
Действительно, вводя новую переменную 


6.57} 


получаем, что уравнение Лапласа, которому должен удовлетворять по- 
тенциал скорости рассматриваемого течения, принимает вид | 


= —Ть 


9% г 9 1 9ф _ 
ия 65 
(1+4) 


* При г; —> со и ограниченном # (5.58) переходит в двухмерное урав- 
нение Лапласа в меридианальной плоскости х, у. Следовательно, ка- 
верна в этой области лишь на малые порядка 1/7" отличается от ка- 
верны за выступом той же формы в плоскопараллельном потоке. 

Рассмотрим случай, когда обтекаемая жидкостью поверхность. 
кольцевого выступа образована плоскостью, перпендикулярной оси 
цилиндра. Соответствующей плоской задачей является задача об обте- 
кании пластинки шириной 2Н, перпендикулярной набегающему 
потоку. Используя решение, полученное на основе схемы течения Ря- 
бушинского [41],. видим, что координаты точек переходного участка 
определяются следующими выражениями: : 


«= = АЕы+ЕЮ-а-ЮК®-—ЕЮ, 6.59) 


иа—ю уг (5.60) | 


пО-я +1 Ауваутеы, 
тдеЕ, К, Е, Е — эллиптические интегралы. ь 
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Модуль # выражается через число кавитации по формуле 
ре 2'И!- о 
с 
Соответственно для дополнительного модуля #’ имеем 
= — 2 = С: 
#=У1— Е Яо 


Параметр { изменяется от —1 до --1, причем передней части кавер- 
ны отвечают значения &, близкие к — 1. 


Постоянная А, пропорциональная наибольшей ширине каверны, 
выражается в виде 


А= (+) в) —к)|. 





Радиус каверны г. в точке согласования среднего и переходного 
участков каверны определим из условия равенства производных 
Ах/4г, вычисленных на основании соотношений (5.59) и (5.60), с одной 


ороны, и (5.56) —с другой. Тогда получим уравнение (см. [41, 
с. 








ИЕ Ее д ЕГЫ 
пУя-о Иа’ о 


где зависимость г (1) дается формулой (5.60). 

Легко можно показать, что это уравнение имеет корень, которому 
отвечает значение радиуса согласования г., лежащее в нужном ин- 
тервале г; - | < г, < гк. Действительно, в точке # = —[, отвечаю- 
щей линии отрыва потока от кромки выступа, левая часть рассматри- 
ваемого уравнения положительна, правая обращается в нуль. При уве- 
личенни гот —1 до 0 обе части монотонно возрастают. 

Поскольку радиус наибольшего сечения осесимметричной ка- 
верны больше ширины аналогичной каверны в плоскопараллельном 
потоке, левая часть уравнения (5.61) остается ограниченной при # = 
= 0, отвечающем миделю каверны Рябушинского, когда правая часть 
стремится к бесконечности. Отсюда следует, что корень в рассматри- 
ваемом интервале существует при любых значениях в и г.. Подставив 
полученное значение { = в (5.59) и (5.60), находим значения ради- 
уса согласования Ге и расстояния от выступа до точки согласования 

г. \2 
= 5] 1— (=) . Далее определяем положение наибольше- 
го сечения каверны ь 


ы=ь+ьу/ 1 (=). 


Переходный участок располагается внутри эллиптического конту- 
ра, описываемого формулой (5.56). Задачу можно несколько упростить, 
если вместо решения Рябушинского использовать решение Кирхго- 
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2а.. 





фа. В этом случае вместо (5.59) и (5.60) получим 


2 


те 4{л 





ЧИЯ=Т-п(+ИЯ+Ы, (5.52) 


где 
ч=и— 1+4). 
Уравнение для определения радиуса согласования принимает вид 


КП=рО-Ью=0, 
где 





г) = 2 ы 
В (г) я ув 


во У) 


Оно приводится к полному уравнению четвертой степени и в рассмат- 
риваемом интервале г, -- | < г < гк либо не имеет корней, либо име- 
ет их два. Отсутствие корней уразнения свидетельствует о том, что 
плоская и осесимметричная каверны не могут быть согласованы ука- 
занным образом. Это имеет место при очень больших г; и больших о. 

Если уравнение (5.62) имеет два корня, то меньший корень соот- 
ветствует расположению контуров каверн, показанному на рис. 5.19, . 
когда каверна Кирхгофа в своей передней части расположена внут- 
ри контура осесимметричной каверны. Больший корень отвечает та- 
кому расположению, при котором осесимметричная каверна располо- 
жена внутри контура каверны Кирхгофа. Поэтому в качестве ради- 
уса согласования следует принимать значение меньшего корня. 

При некоторых дополнительных предположениях можно получить 
приближенные соотношения, позволяющие выяснить, при каких зна- 
чениях 6 и г, уравнение (5.62) имеет решение, и найти приближенные 
значения его корней. 

При больших значениях равности г — + для функции [» (г) спра- 
ведливо асимптотическое представление 








(5.63) 


1 


(О =(— п) (1 + +) —ч +0(;==) . (5.64) 


Оно оказывается достаточно точным уже при г — "г >> 2. Подставляя 
(5.63) в (5.62) получаем уравнение а 








ЩИ фи) =0 6.65 
Бо тут (+4) +4 665) 
левая часть которого имеет при 
= 
== Гз = и!-# 
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Рис. 5.20. Граница области 
разрешимости уравнения 
(5.65): 


1— разрешимо; 2— неразрешиыо. 


Рис. 5.21. Форма передней 
части каверны: 

1— контур каверны Кирхгофа; 
2 — средняя часть каверны пра 
7:50; 3 — то же при г. =5; 4— 
траница средней части каверны, 
рассчитанная без учета пере- 


ходного участка. Стрелками по- 
казаны точки согласовання. 
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НЕЕ 
Здесь в = У += . Если „< 0, уравнение (5.65) разрешимо, в 
противном случае — нет. 


Используя выражение (5.55), условие разрешимости можно запи- 
сать в виде 





пол о Мы, 659) 
Из (5.66) следует, что уравнение (5.65) становится неразрешимым при 
г: — со для любого фиксированного с. Напротив, оно разрешимо при 


любом г, превосходящем некоторое минимальное значение г. 2 
2: 1,5, если в 0. 
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Рис. 5.22. С 
линия): 
1 — наибольшее сечение расчетного контура. 


равнение расчетного контура (точки) с экспериментом (сплошная 


На рис. 5.20 показана определенная по (5.65) граница области раз- 


‘решимости уравнения (5.65). 


Точка г = гз разбивает отрезок г, -- 1 <хг «ик на два, содер- 
жащих по одному корню уравнения (5.62). Разложив {} (г) в ряд в 
окрестности точки г == гз и оставив члены с (г — гз), получим квадрат- 
ное уравнение, корни которого можно использовать в качестве перво- 
го приближения к корням уравнения (5.62). 

Дальнейшие упрощения. можно получить, если функцию }, (г), 
определяемую формулой (5.63), разложить в ряд Тейлора в окрестнос- 
ти точки г=г, --1. Такое приближение справедливо, когда г — 
— (7: - 1) мало по сравнению с г — (7: + 1). 

Подставив в (5.62) вместо [, (г) первые два члена этого разложения, 
а вместо [ь (7) — выражение (5.64), получим линейное уравнение, ре- 
шение которого имеет вид 


(2) и =) 
ве 14+ -— ИН 
ие 





, (5.67) 


1 
и ь 

Расчеты показали, что формула (5.67) определяет значение с до- 
статочной для практики точностью. 

На рис. 5.21 показана форма участка каверны, прилегающего к 
точке отрыва, при различных значениях д и г:. Видно, что при увели- 
чении г, точка согласования смещается вниз по потоку (удаляется от 
кромки выступа). Уменьшение числа кавитации приводит к ее смеще- 
нию в обратном направлении. На рисунке показан также контур, кото- 
рый получится, если эллипсоидальную каверну провести непосред- 
ственно через срывную кромку. 

Такой НН О дает небольшую (порядка 2%) ошибку 
при определении длины каверны, но совершенно неприемлем при ра- 
счете контура ее передней части. 

Обработка результатов выполненных расчетов позволила получить 
приближенную формулу для расчета положения наибольшего сечения 
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где а = 





каверны, справедливую при в = 0,02, 45 < г: < 100: ГЛАВА 6 


= (а-+ в) ИИ | ВЛИЯНИЕ ОРИЕНТАЦИИ КАВИТАТОРА : 
й с НА ФОРМУ КАВЕРНЫ . 
= д 
где а= Ия (2,4 + ней Ь = 0,66г, + 3,5. - 
т 
На рис. 5.22 приведены расчетный (точки) и экспериментальный 
(сплошная линия) контуры каверны при с = 0,048 иг, = 17,3. Видно 
хорошее совпадение результатов на большей части длины каверны. 
Значительные расхождения наблюдаются лишь в хвостовой части, 
где проявляются не учитываемые при расчете силы весомости. $ 1. ВЛИЯНИЕ УГЛОВ НАКЛОНА НА ПОПЕРЕЧНОЕ 
Следовательно, описанная методика позволяет с достаточной точ- СУЖЕНИЕ КАВЕРНЫ 
ностью определять форму каверны за кольцевым выступом. Очевидно, 
что ее можно обобщать на случай выступа, не перпендикулярного к 
поверхности цилиндра. у 


В предыдущей главе рассматривались кавитационные течения с 
возмущениями, когда плоскость срыва струй была расположена пер- 
пендикулярно к скорости невозмущенного течения и, следовательно, 
направление гидродинамической силы на кавитаторе совпадало’ с` на- 
правлением скорости невозмущенного движения. Если же эта сила 
образует с направлением невозмущенной скорости некоторый угол а, 
то говорят, что кавитатор имеет угол наклона (атаки) ©. Под углом ата- 
ки можно также понимать угол между векторами невозмущенной ско- 
рости Ши нормали-к плоскости срыва струй. Кавернообразующее те- 

` ло вэтом случае создает подъемную силу, кавитационное течение будет 
несимметричным, в том числе и в невесомой жидкости. В течениях та- 
кого вида каверны подвергаются более или менее значительным дефор- 
‚ мациям. Вся каверна искривляется относительно оси невозмущенной 
каверны: в сторону, противоположную действию составляющей гидро-, 
. динамической силы, нормальной к скорости невозмущенного движе- 
. с а поперечные. сечения каверны, деформируясь, теряют круговую. 
рму. . 
Впервые влияние угла атаки на кавитаторе исследовалось 
Г. В. Логвиновичем [79, 80]. С помощью теоремы импульсов им пока- 
зано, что наличие подъемной силы всегда ведет к'сужению миделевого 
сечения каверны .и. появлению искривления оси каверны. Исследуя 
этот вопрос, Ю. Ф. Журавлев [20, 50] на основе линейной системы. 
уравнений определил искривление оси каверны, вызванное подъемной ` 
силой. на. кавитаторе, движущемся в невесомой жидкости. Полученная 
им ‘формула для искривления оси каверны идентична формуле, най- 
денной Г. В. Логвиновичем на основе теоремы импульсов. : 
Дальнейшие исследования о влиянии угла атаки на кавитаторе на 
геометрию пространственных каверн были выполнены на основе нели- 
| нейной системы уравнений В. Н. Буйволом и Ю. Р. Шевчук [16—18, 
| 24, 26], причем введенные уточнения позволяют рассчитывать каверны 
| при довольно больших углах атаки. 
; Если диск наклонен на угол « к скорости невозмущенного потока, 
: то, как показали эксперименты [80], сила нормального давления на 
7 
и : диск выражается соотношением я = с0зо, где с. 6* —- = 


сила сопротивления диска, плоскость которого перпендикулярна к 
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#(х0%=0) 





Рис. 6.1. Схема каверны за кавитатором с углом атаки. 


скорости невозмущенного течения. Коэффициент сопротивления дискя 
при отличных от нуля числах кавитации равен с, 2 сло (1 + в) = 


= 0,82 (1 + 0). Проектируя силу №» на оси ох и оу, лежащие в 
плоскости угла а, получаем 


\, = М, с05@ = М, 60520, 
(6.1) 
У, == №, зпа = И, $ а с05 9. 

Эксперименты показывают, что эти формулы справедливы для 
а < 45 -- 50° [80]. 

Рассмотрим кавитационное течение за кавитатором, нормаль к 
которому образует угол @ со скоростью невозмущенного течения. 
Применим теорему импульсов к контрольной поверхности, состоящей 
из двух перпендикулярных потоку плоскостей (рис. 6.1), из которых 
одна (31) отнесена в бесконечность перед кавитатором, а вторая (Х,) 


пересекает каверну по миделевому сечению, и цилиндрической поверх- 
ности Хз радиусом г -+ со. Тогда получим [79] Е 


Ул Ех (Ро — Ра) ЕТ", 

а 62) 
М == — о*л В"? (х) Узоу. 
Здесь $к— площадь миделевого сечения каверны; Ро — Ри— раз- 


ность давлений в невозмущенном потоке и каверне; х,—скорость ско- 
са каверны при х* == сопзф, где радиус каверны равен К*(х*); Т* = 
о 


= УТ. — кинетическая энергия жидкости в единичном кольцевом 
п=1 
слое плоскости У», вызванная поп и движением и деформация- 
ми сечений каверны; # = # (о) ^= 0,96 — поправочный ‘коэффициент. 
При выводе выражений (6.2) учитывалось, что в случае скошенной 
каверны кинетическая энергия в миделевом сечении не равна нулю, 
поскольку не равна нулю возмущенная радиальная скорость, а также 
то, что существует составляющая силы сопротивления вдоль оси оу.. 
Начальные условия. Форму каверны за кавитатором с углом атаки 
о; можно определить с помощью нелинейной системы уравнений (5.18). 


Для этого необходимо задать начальные условия решения‘ системы 
уравнений. 
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В подвижной системе координат, связанной с центром кавитатора, 
можно, как это следует из (6.2), определить скорость искривления оси 
каверны следующим образом: 


*2 
з = 5 = — ИР И ЗЕЯ Е. созазта, (6.3) 
\ лр*К`* (х) Уз 28° (х) 
где Ю* (х) — эквивалентный радиус произвольного сечения каверны, 
которое в общем случае не является круговым. При выводе этой фор- 
мулы были использованы выражения (6.1) и (6.2). Эту же формулу 
можно получить также на основе линейной системы уравнений 150}. 
Выражением (6.3) определяется искривление оси каверны за наклонен- 
ным на угол % кавитатором в случае невесомой жидкости. 
Если кавитатор движется с углом атаки ©, то уже в сечении срыва 
имеется наклон оси каверны к скорости невозмущенного движения. 
Из выражения (6.3} можно найти начальное значение производной 


& (0). Обычно принималось, что срыв струй, даже при угле атаки & на 
кавитаторе, происходит непосредственно с кавитатора площади Зи = 


= лЮ:?, в знаменателе формулы (6.3) при определении (0) надо 
брать Ю*(х) = А*(0) = В+. Тогда. получим начальные условия для 
скорости всплывания каверны в виде [80] 


. сло (1-0) 
2 


0,82 (1 -- в) 
&=— 4 


яп 20. (6.4) 


Действительно, если угол © достаточно мал, то допустимо сносить 
выполнение начальных условий на плоскость х = 0 за кавитатором 
площади 5* == ль. Если же‘угол атаки а не слишком мал, необхо- 
димо учитывать уменьшение площади срыва струй из-за наклона ка- 
витатора на угол о. Поскольку кавитатор площади $н = лА» наклонен 
на угол я к скорости потока У, то проекция сечения срыва на вер- 
тикальную плоскость. х == 0 будет эллилсом с полуосями Ки (вдоль 
оси 02) и Ен соза (вдоль оси 05), а площадь его вычислится по 


формуле 


608 @ $1 = — 


2 
5 (0) = $. с0за = лЁн с03 4, (6.5) 
Радиус равновеликого этому эллипсу фиктивного кругового кави- 
татора равен Ко’ = В, У 03 @. Используя это значение в качестве 


Е (0) для определения Е (0) по формуле (6.3), получаем 

&0=— м О а =. 9: $ +9 
а р деволно больших урлах наклона кавить 
тора, Потому в да у дно, вто при < 1 
ей т формул 6.4) и (6.6) приводит к одному и тому же резуль- 
тату. 


па. 





(6.5) 
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Известно, что вблизи кавитатора поперечные сечения каверны име- 


ют форму, сходную с конфигурацией плоскости срыва струй. Поэтому. 


кавитатор в данном случае можно считать эллиптическим с полуосями 
Кнсоз & и Вни эксцентриситетом е == $т . Эксперименты, выполнен- 
ные М. Ю. Цейтлиным [80], подтверждают, что вблизи кавитатора с 
углом наклона сечения каверны имеют. эллиптическую форму. 
Для возмущений Ё, начальные условия при расчете каверн за 
эллиптическими кавитаторами горизонтальной ориентации с эксцент- 
риситетом е? == т? а можно представить в виде (см. гл. 5, $ 2) 


4 (0) =0, $,(0) = — 2%, 
:(0) =0, (0) =, (6.7) 
5 (0) =0, (0) = — о, 


Возмущения ло вычисляются по следующим формулам: 


= \ (%— Пно—1 2—9 
а У, РЕВ п)! о ° (6.8) 


й=п 


Начальное условие для возмущения & (0) не задается, поскольку 
осесимметричная деформация каверны в данном случае будет вычисля- 
ться отдельно, а не из решения системы нелинейных уравнений. 

Следовательно, возмущение каверны Ё, при наличии угла атаки 
[22 мы ииторе определяется решением нелинейной системы уравне- 
ний (5. 


= и (ВЕ) —^ — : В+ Но =: ны) 77 и == 0» = АР» — 6 
` (6.9) 





(п=1, 2, ...) 
с начальными условиями для возмущений (6.7) и их скоростей: & (0) 


вычисляется по формуле (6.6) при условии, что все Ё„ (0) =0 (п>2). 

Ссесимметричное сжатие каверны. Второе уравнение из (6.2) 
для М, связывает подъемную силу и скорость движения недеформи- 
рованных сечений каверны вдоль оси оу. Это движение порождает 
скос каверны и все деформации более высоких порядков, поэтому мож- 
но полагать, что именно оно и содержит максимум кинетической энер- 
гии. Найдем возмущенную скорость скоса каверны из выражения (6.2) 





. 7, 
= — уз (6.10) 


Кинетическая энергия Т* приближенно постоянна вдоль каверны [79} 


Т*р=тТ 0 У ТО = ТО). - 


П=2 
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Численно она равна энергии Т* ^^ 71; определяемой перемещением 
каверны без деформаций, когда деформации высших порядков еще не- 
значительны и ими можно пренебречь. Здесь скос каверны со ско- 
ростью и, имеет основное значение, поэтому, используя (6.10), можно 
записать приближенное выражение для кинетической энергии | 
*2 +2 у 
о [2 
Те ТЕ = рн (а = м. (6.11 
*2. 
2 25 (©) Уз 
Учитывая это выражение, придадим первому уравнению (6.2), опи- 
сывающему изменение площади миделевого сечения каверны за на- 
клонным кавитатором, следующий вид: 
.2 
У" == 253, (©) (Р-Р. 6.12 
х ( ) ( 0 Юз ву , ( ) 
где $: (а) = $1603 — площадь проекции кавитатора на вертикальную 


плоскость х == 0. 
Введем в рассмотрение некоторое фиктивное течение с давлением 
*2 
=. й 1 У, 
Ро == Р. о ь—, 
| Я Зр*$к (а) $. (0) Уз’ 
интерпретируя второе слагаемое как некоторое увеличение давления в 
невозмущениом набегающем потоке, связанное с силой \,. Тогда 
уравнение расширения миделевого сечения в таком условном течении 


имеет вид 
М = 25 (©) (Рь — Ру. 
„Учитывая выражения (6.1), выполняем некоторые преобразования 
и для площади миделевого. сечения каверны получаем известную фор- 
мулу [80] Е 
у $к (©) 
Зн 038 © 


с. 
== . (6.13) 








Число кавитации этого фиктивного потока можно определить из 
выражения 
` 2$; (а) соз? © эта а 
ра Хон = 6.14 
пож 4$ к (©) _2х па 64% 
4 с05“ 








1— 


Из соотношения (6.13) следует, что площадь миделевого сечения 
каверны, образовавшейся за наклонным на угол < кавитатором с пло- 
щадью сечения срыва $н и коэффициентом сопротивления с, в кавита- 
ционном течении с числом кавитации о, будет такой же, как и каверны 
за перпендикулярным к потоку кавитатором с площадью сечения сры- 
ва $н с05? & при том же коэффициенте сопротивления с..и некотором 
числе кавитации о (0), которое определяется по формуле (6,14). 
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Из формул (6.13) и (6.14) следует, что миделево сечение каверны су- 
жается и сплющивается как за счет уменьшения площади сечения сры- 
ва, так и за счет увеличения числа кавитации в фиктивном потоке. 

Необходимо отметить, что формула (6.14) несколько отличается от 
приведенных в работах [26, 80]. Это связано с тем, что здесь при выво- 
де выражений (6.13) и (6.14) более последовательно учитывалось умень- 
шение площади сечения срыва струй $н (©) = $ с0$а из-за наклона 
кавитатора на угол а. 

Радиус деформированной каверны за кавитатором с углом накло- 
на а вычисляется по формуле 


КЦ, 6) = В @-НЕС, 6, а) = В) -НЪ@, Э-- У Е (0 с0зпб, 
к. (6.15) 


где Ё, (0) — коэффициенты Фурье разложения общей деформации, 
определяющиеся решением системы уравнений (6.9) при начальных 
условиях (6.6) и (6.7). При решении системы уравнений выражение для 
а осесимметричной каверны Ко (1) предполагается известным 

18, 80]. Вычислив радиусы деформированной каверны по формуле 
(6.15), включим в состав Юо (й) осесимметричную деформацию &» (о, #) 
и определим функцию Ко (©, й = Юо (В - & (а, д). При этом необхо- 
димо учесть, что осесимметричная деформация каверны за наклонным 
кавитатором вблизи миделя и кавитатора различна. Выше было пока- 
зано, что площадь сечения каверны в миделе определяется выражением 
(6.13). Поскольку возмущенное число кавитации с (о) мало отлича- 


ется от исходного числа кавитации с, то из формулы (6.13) следует, что. 


площадь миделя будет такой, как каверны за кавитатором с площадью 
сечения срыва лЮ? со3? а. Однако из физических соображений, а 
также из некоторых экспериментов [80] известно, что вблизи наклон- 
ного кавитатора сечения каверны имеют такую же конфигурацию, как 
за кавитатором с сечением срыва струй в виде эллипса с полуосями Ки 
и Ки с0$ а. Поэтому можно принять, что в данном случае часть ка- 
верны около кавитатора будет близкой к той, которая была бы за ка- 


витатором с радиусом сечения срыва Ю» И с0$ &. Следовательно, сте- 


пень сужения каверны вдоль ее длины различна и меняется от У с03 & 
до с0з &. Поэтому функцию Ко (а, , учитывающую неравномерное 
сжатие поперечных сечений каверны, можно представить прибли- 
женным выражением вида 


Ю (, = Кк (@) в (@, ) | (0), 





(6.16) 


тде Кк (а) — некоторый средний радиус сечения каверны в миделе; 
у («, 0 — корректирующая функция; [( — известная функция: 


У :-(- аа: мм омая. 
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Средний раднус сечений каверны в миделе и корректирующую 
функцию можно представить в виде 


В. © = Юнсово, в, 9-е 1—#(1 — Исоза), Е 
55 |1 (2—1 (1—У с050), #>1. 
Теперь для функции КЮ» (а, {} можно записать следующее выраже- 
ние: 
В? 
Во (а, 1) = Ю»х созоц (, #) у — (1 — =) (1—2. (6.17) 
к 


Анализируя уравнение (6.17), видим, что при #—0 функция 
В, (а, /-> Юксозо, как и должно быть вблизи миделя. При #—0 
Ко (а, )-+ ВУ соз& == Е» (а), что наблюдается вблизи кавитатора в 
экспериментах. Таким образом, введение корректирующей функции 
и (а, #) позволяет получить около кавитатора сужение каверны в 
Усоза раз, а вблизи миделя — сжатие в с0з@ раз. 

Выбор выражения для В (Й. При нахождении возмущений &„ с 
помощью системы уравнений и вычислений й (1), # (1) предполагается, 
что значение радиуса осесимметричной каверны Ко (1) известно, на- 
пример 


Во) = к И1-@-—М—1, 
тде А — известная, зависящая. от основного решения величина: 


№ _ 1190 ‚М _ 0928)" 4390 
м То, Е г 7-0 * 


Кроме того, необходимо учесть, что использование формулы (2.18) 
предполагает. наличие «передней» каверны до точки согласования &,= 


= 2Ки:. : 
ы 3, 
ву 1+, 1%, 


р И А. 
Ею 1—1: \2* 
в-&/ (1-2) т 
А к 


Здесь & =1 —  — относительная полудлина каверны без «перед- 
ней» каверны, т. е. {+ == [«— хи [80]. 

Влияние «передней» каверны на возмущения, порожденные только 
весомостью, было несущественно, поскольку начальные условия были 
нулевые, и поэтому оно часто не учитывалось. Когда кавитатор накло- 
нен на угол о, то «переднюю» каверну необходимо учитывать. В про- 
тивном случае начальные условия будут точно выполняться в сече- 
нии «согласования», `т. е. на кавитаторе почти вдвое большего радиуса 
и результаты расчетов будут содержать ошибку. Если же в качестве 
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(6.18) 





Таблица 2 
100 & 


! | 0.25 | 0,50 | 6.75 1,00 








в=20°; Рг-»со 


1 —2,359 —3,767 


—4.881 | —5,881 | —6,844 | 7,8 
2 | 1105 | 48 | ива | —2147 | 266 | 21588 9 
3 | —1185 | —1,633 | —1.969 | —2'274 | —2'579 | —2'9И | —3'351 
&=20°; Ег==10 
1 | 2.100 | —2,813 |—2,779 | —2,110 | —0,801 | 1,228 | 4,231 
2 | —084 | —0,658 | 0.085 | 1.309 | 3,343 | 6,034 | 98 
о, —0,829 | 0,120 | 1,160| 3,073! 5.753 | 9,622 
©=—20°; Ег-+со 
1 2,359 3,767 | 4,881 | 5,881 | 6.84 
2 1,057 1,498 1.837 | 2:47 | 2455 | 258 Не 
Е 1,185 1,633 1,969 | 2,274 | 2,579 | 29 | 3351 
а=—20°; Ег—10 
1 2,616 4,707 6,915 | 9,440 | 12,343 704 
1 й 15,689 | 19, 
2 1.272 2.334 3,739 | 5,626 | 8,059 | 11.169 12 
1, 2,433 | 3.800 | 5,647 | 8,057 | 11'152 | 18'330 


Ко (1) используется формула (2.39), то начальные условия выполняются 


на кавитаторе при { == 0. В табл. 2 приводятся значения искривления. 
уравнений при. 


оси каверны 100 И, рассчитанные с помощью системы 
различных выражениях для Ко (1): 1 — расчет по (2.17), т. е. без «пе- 
р каверны; 2 — по (6.18), т. е. с «передней» каверной; 3 — по 
( ие таблице и значения 100 й, вычисленные при с = 0,08 
атаки а = 20° в невесомой и весомой ` ис. 
ру ре и жидкостях при ‘числе 
3 этой таблицы хорошо видно, что величин 

ы искривления оси ка- 

в полученные с помощью формул (2.39) и (6.18). близки, а вы- 
ния на основе формулы (2.17) без «передней» каверны неверны. 
‘у при расчетах как формы каверны, так и ге возмущений при 


наличии угла атаки на кавитаторе можно пользоваться формулами‘ 


(2.39) и (6.18). 
При таких расчетах также можно использ 
Ко (1), предложенное Л. Г. Гузевским: 


= 509), 0«5<л 
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овать выражение для. 


| 





Ко ($) = В+ ео (1 — с0$ 5), 


но при решении системы уравнений приходится сносить начальные 
условия на некоторое малое расстояние от начала координат, например 
$ = 0,01 или 5 = 0,001. Это вызвано тем, что для функций 


л(Вк— В) $т$ 
2(1— с055) 2” 


.. п (К, — Е) 
К (9) =— ет ь 


А (5 = 


которые входят в систему уравнений, значение $ = 0 является особым. 
Все это приводит также к тому, что с помощью такой формулы нельзя 
рассчитывать каверну за кавитатором с болышим углом наклона. 

Формы поперечных сечений каверны за кавитатором с углом на- 
клона, вычисленные с использованием формул (2.39), (6.18) и формулы 
Гузевского, очень близки. . 

Расчеты проводились в широком диапазоне изменений чисел ка- 
витации с, Фруда Ег и углов атаки © на ЭВМ БЭСМ-4М. При довольно 
высоком уровне возмущений от весомости и углах атаки @& = 45° до- 
статочно. было в рядах Фурье учитывать 25 членов, чтобы погреш- 
ность в вычислении радиусов поперечных сечений не превышала 1 %. 


$ 2. ДЕФОРМАЦИЯ ФОРМЫ КАВЕРНЫ 
ПОДЪЕМНОЙ СИЛОЙ КАВИТАТОРА 


Искривление оси каверны. Интегрируя систему уравнений (6.9) 
‘при ‘начальных ‘условиях (6.6) и (6.7), можно определить все формы 
деформаций Ё„ ‘каверны в весомой жидкости при наличии угла атаки 
‘на кавитаторе. На основе выполненных расчетов были построены 
графики зависимости искривления оси каверны по ее длине от угла 
атаки в весомой жидкости для разных чисел кавитации и Фруда. 
На рис. 6.2 приведены зависимости искривления оси каверны от углов 
атаки —45° < а < 45° при числе Фруда Ег = 10 и числах кавитации 
с = 0,08 (сплошные линии) и о = 0,06 (штриховые линии). На рис. 6.3 
изображены графики зависимости искривления оси каверны в широком 
диапазоне изменения угла наклона —45° < @ < 45° при числе Фруда 
Ег = 50'и числах кавитации с = 0,08 (сплошные линии) н с = 0,02 
(штриховые линии). На рис. 6.4 приведены величины искривления оси 
каверны при числе кавитации с = 0,02, числах Фруда Ег = 50 (штри- 
ховые линии) и Ег = 100 (сплошные линии) для © = 0; 15°, -Е45°. 
Из рисунков и формул (6.4) и (6.6) хорошо видно, что при положитель- 
ных углах атаки в передней части каверны искривление ее оси отрн- 
цательно. Поскольку искривление оси, порожденное наличием под- 
ъемной силы на кавитаторе, всегда отрицательно, а вблизи кавитатора 
положительная величина искривления оси, вызванная весомостью, 
еще мала; то суммарное искривление оси каверны в передней части 
будет также отрицательным, хотя и меньшим по абсолютной величине. 
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При отрицательных углах атаки на кавитатор действует гидродинами- 
ческая сила вниз, искривление оси каверны всегда положительно и 
положительно искривление оси каверны от весомости. Поэтому общее 
искривление оси в данном случае суммируется и его абсолютная вели- 
чина возрастает. Следовательно, взаимодействие искривлений оси ка- 
верны от угла атаки и весомости может как увеличивать, так и умень- 
шать общее искривление оси каверны. Абсолютная величина искрив- 
ления оси каверны растет с увеличением угла атаки, это хорошо ил- 
люстрирует рис. 6.3, на котором приведены зависимости искривления 
оси каверны по ее длине при с =: 0,08 и Ег = 50, когда влияние ве- 
сомости практически не проявляется (© Ид Е!" д 56). Из рисунков 
также видно, что зависимость от Ё искривления оси при постоянных 
числах Фруда и кавитации почти на всей длине каверны (кроме пе- 
редней части) близка к линейной. 

Если пренебречь в первом уравнении нелинейной системы (6.9) 
малым нелинейным слагаемым, то можно определить приближенное 
значение скорости скоса каверны из соотношения 


1 К? (а) : 


(6.19) 


Н 
&0=#0= т (воеае во. 
[ 


6,50 


025 





-025 








9 425 2 95 |. 125 450 $ 
в 62. Зависимость искривления оси каверны от угла атаки при 6==0,06; 
.08; Рг»= 10. 
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Рис.. 6.3. Зависимость’ искривления оси каверны от угла атаки пря 
в=0,02; 0,08; Ег=50. , 





0 0,25 050 5 100 125 150 + 


Рис. 6.4. Зависимость искривления оси каверны от угла атаки при’ с==0,02; 
Рг==50; 100. 


Первое слагаемое — скорость скоса каверны, порожденная по- 
перечным полем силы тяжести, второе — подъемной силой на кавита- 
торе. Необходимо помнить, что К, (©) —значение радиуса каверны при 
{ = 0 — не совпадает в данном случае с радиусом кавитатора Ки. Про- 
интегрировав выражение (6.19), получим приближенное выражение 
для скорости искривления оси каверны 


2 
ое 1—9) 1—2 91), 690 бод 
в (2 = т-и-ми-м + ЕТ] А) т 
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Значение функции й (0) задается формулами (6.6). 

Искривление оси каверны, возникшей за наклоненным на угол & 
кавитатором, в весомой жидкости при использовании для радиуса 
осесимметричной каверны формулы (2.39) приближенно можно полу- 
чить, проинтегрировав выражение (6.20) 


по [2+ маг: _ 12-0 _ 
Е |6 И-М маму 6 
ОЕ 22—08: м (0 
за 28 |+ 2% У-М й 
(6.21) 


хита УГ: 
ми 28 — У: ° 


В этом выражении слагаемое в квадратных скобках порождено ве- 
сомостью жидкости, а второе — подъемной силой на кавитаторе. Ко- 
нечно, эта формула дает приемлемые результаты, когда возмущения 
малы и можно применить принцип суперпозиции возмущений различ- 
ной природы, 

Если для радиуса осесимметричной каверны использовать формулу 
{6.18) с «передней» каверной, то необходимо разбить интервал инте- 
грирования (0, {) на два участка 0 Е Ци? >> &, поскольку на этих 
участках выражение для Ко (1) имеет разное представление. Проинтег- 
рируем таким образом второе слагаемое выражения (6.20), порожден- 
ное наличием подъемной силы на кавитаторе; тогда получим 


1, : 
В((, а) = деи | Ш | р 


; №) 2 №0) 
(6.22) 
им 
= 2? (2) (0) ЕЕ ыы = 
К. ЗВ УГ-  мча-и-уИРма 
| 


Выразив скорость искривления оси каверны в начальный момент че- 
рез коэффициент подъемной силы су = с, т © с0$ & 
с, та = у 


а ак за 2 


и учтя, что {1 == 2А, и К» (0 = К, И с0з%, получим приближенную 
Формулу для определения искривления оси каверны под действием 
подъемной силы на кавитаторе в виде 


ау А». 





2 (0 ив. — 
с, === АУТ И =. 
ь мау 
так, 
(6.23) 
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Рис. 6.5. Сравнение теоретических (линии) и экспериментальных (значки) дан- 
ных — величин искривления оси каверны: х 
1— 90-0,0694, а=11,5°; 2 — 9-=0,08, а-33,5°; 3 — 9-0,08, а=33,5°, 


В этой формуле первое слагаемое, равное постоянной 0,92, явля- 
ется относительной величиной искривления оси каверны в точке «со- 
гласования». 

Полученные на основе решения системы уравнений теоретические 
расчеты искривления оси каверны сравнивались с экспериментальными 
результатами Ю. Ф. Журавлева [50]. Для исключения действия весо- 
мости в экспериментах кавитатору-диску придавался угол наклона в 
горизонтальной, а не вертикальной плоскости. Значительный разброс 
экспериментальных точек можно объяснить тем, что, во-первых, опы- 
ты выполнены при разных числах кавитации; во-вторых, трудностями 
экспериментального измерения искривления оси каверны. На рис. 6.5 
показано сравнение экспериментальных результатов и теоретических 
расчетов. Кривая / —- расчет при о = 0,0694; = 11,5; кривая 2 — 
расчет при с = 0,08; « = 33,5°. Из рисунка видно, что теорети- 
ческий расчет на основе решения системы уравнений дает постоянное, 
хотя и небольшое, завышенное значение искривления оси каверны. 
Кривая 3 (штриховая линия) построена по простой приближенной фор- 
муле, справедливой в средней части каверны. Эту формулу можно по- 
лучить, если заменить во втором интеграле (6.22) значение радиуса 
Во (В его значением в миделе Ак (©) и проинтегрировать полученное 
выражение: 





ри яии | 0.99 | 2] иль 092, 1—2 
В а) — ВР) |, + |0 | Е“ ]. 





Произведем оценки некоторых величин, входящих в это выражение 


Е? (@) с. 1 ре с. 
Во) ^^ За № ЯВ ВоЬ 


дк В № _ =. ел ев 1 
Вы (@) в, [ пез / ва та ° 


н 





& 





Тогда получим следующую приближенную формулу. для опреде- 
ления искривления оси каверны под действием подъемной силы на ка; 
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Рис. 6.6, Зависимость относительного искривления оси каверны &/К:зта от 
углов атаки: 
а — 0-=0,02; 6 — 6=0,08, 


витаторе: 
К (а) 


Ка (@) й (0) 


Эта формула очень проста и удобна, но она дает несколько зани- 
женные результаты по сравнению с решением системы уравнений, 
что хорошо видно из рис. 6.5. Можно получить также простую при- 
ближенную формулу для определения искривления оси каверны под, 
комбинированным воздействием весомости и угла атаки, если действие 
весомости учитывать приближенным выражением [18]. Тогда 


22 0,92 — 20 -| 2. (6.24) 


СОЯ й Киви (до 
ВЕ а, Е) = Е о (0,92 —20 + 28. 


(6.25) 

Как видно из этой формулы, искривление оси каверны, порожден- 
ное весомостью, растет по квадратичному закону, а вызванное подъем- 
ной силой на кавитаторе— по линейному. Поэтому эти слагаемые ком- 
пенсировать друг друга по всей длине каверны не могут, хотя может 
быть некая точка, координата которой является решением квадрат- 
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ного уравнения (6.25), где общее искривление оси будет нулевым. Но 

ослабить действие весомости на каком-либо участке на каверну можно, 

подобрав соответствующим образом положительный угол атаки: 
Если в невесомой жидкости на кавитаторе имеется угол атаки а, 


то приближенное выражение для определения искривления оси кавер- 
ны (6.24) записывается в виде 


я (1, а) 
Кн па 


с. 
=— 4 (0,92 —20 +28. (6.26) 


Искривление оси каверны, отнесенное к проекции радиуса плос- 
кости срыва на направление движения, как следует из формулы 
(6.26),не зависит практически от угла наклона © и пропорпионально 
коэффициенту сопротивления кавитатора. 

Было выполнено ‘много расчетов искривления оси каверны под 
воздействием угла атаки на кавитаторе в широком диапазоне измене- 
ния числа кавитапии с = 0,02 -- 0,10 при <, равном 15, 30 и 45° в 
невесомой жидкости (Ег — со). Расчеты подтвердили выводы из фор- 
мулы (6.26), что величина &,/Ю„ зт © несущественно меняется при из- 
менении угла атаки на кавитаторе от 15 до 45°. Это хорошо иллюстри- 
рует рис. 6.6, на котором приведены кривые &,/Юн $1 © для различных 
0. Даже в конце каверны ({ = 1,75), где величина искривления оси 
обычно наибольшая, с увеличением угла « на 15° величина относитель- 
ного. искривления оси убывает всего на 3-—4% для указанного ди- 
апазона изменения числа кавитации. Поскольку на всех рисунках 
кривая &;/К„ зш < при а«=30° мало отличается от кривых при “=15; 
45°, и находится посредине, то будем считать эту кривую средним зна- 
чением при данном числе кавитации. На рис. 6.7 приводятся кривые 
&/Кн $т а при разных числах кавитации д == 0,02 - 0,10 для угла 
наклона кавитатора < = 30°. Из рисунка видно, что с увеличением чис- 
ла кавитации величины относительного искривлен:“я оси каверны 
уменьшаются, но даже в конце каверны для чисел кавитации о = 
== 0,02; 0,10 они отличаются всего в полтора раза. 











0,25 050 075 100 125 150 + 


Рис. 6.7. Зависимость относительного искривления оси каверны Ё/Ювзта от 
числа кавитации при «=30°. р 
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Деформация поперечных сечений каверны. Проинтегрировав си- 
стему уравнений (6.9) при начальных условиях (6.6), (6.7) и числе ка- 
витации с (©) (6.14), определим радиусы деформированной каверны 
В (а, 0) по Формуле (6.15), где № (©, #) определяется выражением 
(6.17). Влияние угла наклона на сечения каверны довольно сложное; 
эно приводит к уменьшению площади поперечных сечений как из-за 
уменьшения эффективной площади сечения срыва струй, так и из-за 
того, что каверна оказывается в условиях повышенного давления 
(растет число кавитации), а, кроме того, происходит изменение конфи- 
гурации сечений каверны. 

Результаты некоторых расчетов показаны на рис. 6.8—6.13, на 
которых изображены расчетные значения радиусов поперечных сече- 
ний Ю/В, при { = 0,25 —- 1,75 для различных величин угла 0 < 0 < 
< 360°. Радиусы сечений отнесены к радиусу равновеликого по пло- 
щади насадка круговой формы, а функция Ко, которая используется в 
расчетах при решении системы уравнений, определяется выражением 









Рис. 6.8. Поперечные сечения каверны при 9== 
=0,08; Ег=10 (штриховые линии соответству“ 
ют случаю Ег-+оо). 
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Рис. 6.9, Поперечные сечения каверны при 9=0,08; Ег=10; @=—30° (штрихо- 
вые линии соответствуют Рг-=0о). 
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{2.39). На всех рисунках проекции наклоненного кавитатора на вер- 
тикальную плоскость у0о2 заштрихованы. Е: 

На рис. 6.8, 6.9 даны поперечные сечения каверн при. в = 0,08 в 
весомой (Ег = 10, сплошные линии) и невесомой (г — 0х. штрихо- 
вые линии) жидкостях соответственно при & = 30° и а = —80°. В не- 
весомой жидкости деформация сечений заключается в их осесиммет- 
ричном сжатии и некотором сплющивании по оси оу, вдоль которой дей- 
ствует гидродинамическая сила на кавитаторе. При этом. определен- 
ная часть поверхности сплющивается сильнее, поскольку реакция 
окружающей жидкости, компенсирующая действие гидродинамичес- 
кой силы на кавитаторе, в основном сказывается при положительном 
угле атаки сверху (рис. 6.8) и снизу (рис. 6.9) каверны при отрицатель- 
ном угле атаки. Это сплющивание достаточно четко видно в весомой 
жидкости в сечениях до миделя и в миделе (# = 0,25; 1,00). В конце 
каверны наблюдается характерная форма деформации сечений (+ = 
== 1,50; 1,75} каверны весомостью, хотя и несколько ослабленная при 
& > 0 или усиленная при © < 0 гидродинамической силой на кави- 
таторе. Так, в сечении # = 1,75 при а = — 30° каверна уже разруши- 





7 Рис. 6.10. Поперечные сечения каверны при с=0,08; 
Ег-=10; а=45°. 
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Рис. 6.11. Поперечные сечения каверны при в=0,08; Рг=10; а=—45°. 






Рис, 6.12. Деформация сечений каверны 
при разных углах атаки а=15°, 30°, 45° 
ин 0=0,08; Рг==10. 


Рис. 6.13. Деформация сечений каверны при 
разных углах атаки =-—15°, ” 
и. 0=0,08; Ег==10. 


лась, чего не будет при < = 0. А картины д мации сечений # = 
= 1,75 при © = 30° (рис. 6.8} и Ё = 150 при & к 6.9) я 
сходные. Это произошло потому, что при отрицательном угле атаки 
действие весомости как бы увеличилось. 

Деформацию сечений каверны в весомой жидкости (Ег = 10) при 
довольно больших углах атаки < == 45° и а = —45° иллюстрируют 
рис. 6.10 иб 11 соответственно. Большой угол наклона порождает и 
большую гидродинамическую силу, что увеличивает степень сжатия и 
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сплющивания каверны. В этом случае в верхней части каверны при 
положительном угле атаки (рис. 6.10) и в нижней части при отрица- 
тельном угле (рис. 6.11) появляется впадина, обращенная внутрь ка- 
верны. Этот вид деформации подобен действию весомости. Особенно 
заметна впадина в конце каверны ({ == 1,75), где весомость стремится 
сплющить сечение каверны по вертикали, растянув ее по горизонта- 
ли. В конце каверны (#Ё = 1,75) при < == 45° действие весомости не- 
сколько уменьшается из-за действия гидродинамической силы на кави- 
таторе (рис. 6.10). При а = —45°, как видно из рис. 6.11, уже в се- 
чении # == 1,50 действие реакции жидкости, вызванное гидродинами- 
ческой силой, и весомости, направленных снизу, как бы суммируется и 
деформация существенно увеличивается. з 

Интересно проследить деформацию и сжатие сечений каверны при 
разных углах наклона < = -Е15; +30; 45° для кавитационного те 
чения при а = 0,08; Ег = № (рис. 6.12, а > 0, рис. 6.13, © < 0). Три 
проекции наклоненного кавитатора ‘на вертикальную плоскость ог 
в зависимости от угла а, приведенные на рисунках, наглядно ил- 
люстрируют уменышение эффективной площади кавитатора при уве- 
личении угла атаки . Проекции кавитатора являются эллилсами с 
эксцентриситетами 2? = 0,07; 0,25; 0,50 для соответствующих им уг- 
лов а = 15; 30; 45°. Как известно из гл. 5, при малых величинах экс- 
центриситета эллипса (е < 0,5) размеры каверны за эллиптическим 
кавитатором и эффективным ему круговым очень близки. Поэтому ра- 
счет каверн при & = 15; 30° выполнялся так же, как за эффективным 
круговым кавитатором, а при & = --45 в начальных условиях необ- 
ходимо учитывать эллиптическую форму проекции кавитатора на вер- 
тикальную плоскость. Сечения #{ = 0,25 расположены вблизи кави- 
татора`и их форма близка к эллиптической. При достаточно больших 
углах атаки (& = =45°) на кавернё появляется впадина, обращенная 
внутрь каверны. При & = 30° заметно только сплющизание кавер- 
ны сечений. Это особенно хорошо видно в ‘сечении # = 0,25, где влия- 
ние весомости еще несущественно, хотя развитие этой впадины можно 
проследить во всех приведенных сечениях. Сечения каверны по всей 
ее длине сжаты (в сравнении с каверной при & = 0): вблизи кавитатора 
их радиусы приблизительно уменьшены в И с0за, а в средней части 
каверны — в 03 & раз. А поскольку У со$ 15° = 0,983 и соз 15° = 
= 0,966, то’сжатие тут практически не проявляется и каверну при 
<: = 15° можно считать такой же, как за круговым кавитатором при 
4 = 0. : 

Рассмотрим изменение основных диаметров сечений каверны — 
вертикального и горизонтального — по ее длине. На рис. 6.14 пока- 
зано изменение размеров диаметров Р/Р» в кавитационных течениях 
при в = 0,08; Рг = 10; а = -45° в весомой и при а = 45° в неве 
‹<омой жидкостях. Если в невесомой жидкости каверна существует и 
при # = 1,75, то при & = —45° в весомой жидкости каверна разруша- 
ется уже в сечении # ^> 1,60, вертикальный диаметр равен нулю, а Гго- 
ризонтальный очень вырос. При & = 45° в невесомой жидкости сече- 
ния каверны имеют овальные очертания, отношения диаметров в сред- 
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Рис. 6,14. Зависимость диаметров каверны от { при в==0,08 в невесомой. 
{штрихпунктирные линии) н весомой жидкостях (Рг=10) при а=--45° 
(штриховая линия); «=—45* (сплошная линия). 
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025 050 075 100 125 150 ` $. 
Рис. 6.15. Зависимость днаметров каверны от {Ёп ==0,02; Ег==30; : 
= -30° (штриховая линия); «=—30° лошния дания) Пе т 
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Рис. 6.16. Зависимость диаметров каверны от # при 0==0,02; Ег=100; 
а=+30° (штриховая линия); «==—30° (сплошная линия). 


ней части каверны почти не ‘меняется. Сечения каверны вблизи кави- 
татора при углах’ & = +5 30° близки к круговым, что хорошо иллю- 
стрируют рис. 6.15 и 6.16,. построенные при с == 0,02; © == 30° со- 
ответственно при Ег = 30 и Ег == 100: Поскольку уровень возмущений: 
от весомости при о = 0,02; Ег = 30 велик, то в конце каверна разру- 
шается. Как видно из рис. 6.14, 6:15, горизонтальный диаметр во всех 
случаях будет больше вертикального, который уменьшается как из-за 
действия весомости на каверну, так и из-за реакции жидкости на дей- 
ствие гидродинамической силы на кавитаторе. Это не зависит от того, 
стремятся ли эти силы деформировать (сплющить) сечения каверны 
обе снизу или с разных сторон (снизу и сверху). 

Здесь приводились расчеты и рисунки при углах наклона & = 
== -Е45°, хотя при таких значениях угла о предлагаемая теория скорее 
дает верные качественные результаты, чем количественные, поскольку 
деформации могут быть большими. 


$ 3. КАВЕРНЫ ЗА ПРОИЗВОЛЬНО ОРИЕНТИРОВАННЫМИ 
КАВИТАТОРАМИ `` № 
Рассмотрим кавитационное течение, образовавшееся за круговым 
кавитатором, плоскость срыва струй которого произвольно ориенти- 
рована относительно скорости невозмущенного движения Ук. Тогда 


можно говорить, что кавитатор будет иметь углы атаки а, рыскания В 
и крена %. Поместим начало декартовой системы координат в центр 
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диска и определим эти углы (рис. 6.17). 
Не умаляя общности, можно предположить, 


что скорость И, направлена вдоль оси ох. 
Спроектируем вектор нормали п к плос- 
кости диска на координатные оси (п,, Пу, 
п,) и на координатные плоскости (Или, Их» 
пу). Угол атаки и — это угол между век- 
тором скорости У’, и проекцией ‘нормали 
пу ва вертикальную меридиональную плос- 
кость хоу. Угол наклона кавитатора. %— 
ис. 6.17. Система коорди- это угол между вектором. скорости И и 
зат. вектором нормали п к кавитатору. Угол 
крена ур— это угол между вертикальной 

осью оу и проекцией’ нормали пу, на плоскость у0г. Угол рыс- 
«ания В— это угол между вектором скорости У, и проекцией векто- 


ра нормали п„, на плоскость хог. Между этими углами существует 
<вязь, которую можно найти по рис. 6.17. 
Если записать соотношения 





Пу: = ПУ, И, = 030%, 
Пу = Пу, с05 7 = ПЗ 0, 087, < Пу Пу ТО, 


то можно получить зависимость между углами &,- 0%, 7: 








{а = 1% с057. (6.27) 
Рассмотрим еще зависимости 
п, = Пиз = ПЗ, $, 
Ре. п, _ п зп а 51 - _ п, _ п <05 а, 
22  ЗШВ о эп В ы Пг — бов = со5В * 
Отсюда получим соотношение между углами В, 5 и 7: 
ев = 16% зп т. 6.2 
Исключая 46 о, имеем м ея 
{ЕВ = {ва 16 т. (6.29) 


Из этого соотношения видно, что три угла «, В, ‘р не являются не- 
зависимыми. Только два угла можно задавать произвольно, а третий 
будет определяться из соотнощения (6.29). Например, можно задать 
произвольно попарно углы © из; аи В;фиВ. 

При наличии угла атаки (угла наклона диска в вертикальной плос- 
кости) и угла рыскания (угла наклона диска в горизонтальной плоскос- 
Ти) на кавитатор действует как подъемная сила, вызывающая искрив- 
ление каверны $, в вертикальной плоскости, так и боковая гидро- 
динамическая сила, вызывающая искривление каверны 1. в горизон- 


202 


тальной плоскости. Суммарная гидродинамическая сила, действующая 
на кавитатор, будет иметь составляющие вдоль осей оу и 0г. 

Несимметричная деформация тонких каверн под действием весо- 
мости и гидродинамической силы на кавитаторе при малых углах на- 
клона кавитатора к скорости невозмущенного потока рассматрива- 
лась в работах [15, 18, 124]. В статье [128] получено решение, которое 
можно распространить на несколько большие углы наклона. В ка- 
честве невозмущенной каверны ‘используется осесимметричная кавер- 
на, возникающая за эффективным кавитатором, равновеликим проек- 
ции заданного кавитатора на вертикальную плоскость, перпендикуляр- 
ную к скорости потока: 

Возмущения формы каверны в несимметричном случае определя- 
ются как решения нелинейной системы дифференциальных уравне- 
ний 





к (В ан) — м, НЙ 


те ЗА = т, —И,— АР, =0, (6.30) 


к Е (и, == ИЕ Вт» + Ё (СИ — 1) + ы ба + фын) > 





— а 0,—АРь=0 (= 1,2,...). 


Уравнение радиусов К (2, 0,%,71) поперечных сечений возмущен- 
ной каверны можно представить в виде 


В(, 6, а.) = В Е, 6,9, 1), (6.31) 


(2, 0, вв, 4) = > Ел (#, ао, у) 05 п9 - Мл (6 би, 7) $ мб], 


п=2 


где Ё„ и п» определяются как решение системы уравнений (6.30). 
Систему (6.30) необходимо дополнить начальными условиями. Кро- 
ме того, надо выбрать выражения для радиуса Ко (1) осесимметричной 
каверны и осесимметричной деформации $» если на кавитатор дей- 
ствует гидродинамическая сила, создаваемая углами наклона о и кре- 
на у на кавитаторе. Для этого используем теорему импульсов. 
Применив теорему импульсов к контрольной поверхности, состоя- 
щей из двух перпендикулярных к потоку плоскостей, из которых одна 
(>!) отнесена в бесконечность перед кавитатором, а вторая (Х,) пере- 
секает каверну, и цилиндрической поверхности Хз, аналогично работе 
[79] получим 
. 
7: 22 Ё5° (9 (Р — Рю +Т’, 
. 


И; = —р'5° (9 У 
И: = — р'5' (И. 


{6.32} 
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Здесь 9, и, — абсолютные скорости вертикального и горизонтального. 
скосов каверны в сечении х, где площадь сечения — 5* ({)}; Т*= 
ра . 


=У Т.— кинетическая энергия жидкости в кольцевом слое каверны 
единичной толщины, параллельном плоскости Х., вызванная попереч- 
ным движением (т!) и деформациями (Т,) поперечного сечения ка- 
верны; Ру и Рк— давление в невозмущенной жидкости и в каверне; 
У, №, И: — составляющие гидродинамической силы; Е=Ё(о)2=0,96. 

Если диск радиуса В, сила сопротивления которого № =с.(1-- 
+ лир У 12, где с 220,82, наклонен на угол а, к скорости 
У, то составляющие гидродинамической силы на осях 0х, 09, `02 
имеют вид 


= соо та» №0. 


Повернем кавитатор с углом наклона о на угол крена? вокруг оси 
ох или, что то же самое, вокруг вектора невозмущенной скорости 
Е „ 
У,. Тогда, если учесть, что И, = И, соза,, проекции силы давления 
на осях оу и 02 запишутся в виде : зе“ 


у = 6 05 0% 5104 сор, И: = с05 0% ЧП ту. (6.33) 


Из соотношений (6.32) и (6.33) определим скорости вертикального 
и горизонтального искривлений оси каверны в произвольный момент 
времени: . | 
* га ` ; 

: р я . о йе | 
п, т, (6.34). 
и "35° (0 у ’ з у. 6*5* (6) у? › (6. ) 
где 5* ()) — площадь произвольного сечения каверны, которое в об- 

щем случае не является круговым. 


Из этих уравнений можно найти начальные ‘значения производных 


(0) ит :(0). Для этого достаточно определить В (1) при Ё = 0. Как 
известно, проекция сечения кавитатора на вертикальную плоскость в 
начальный момент времени имеет площадь 


$ (0) = 5, с0$ 0% = лА? с0$ о = лЕ? (0), 
В (0) = В, Усо ча. 


Используя это выражение дл 
я К (0), из соотношений (6.34) пол 
й чаем 
скорости скоса каверны в начальный момент: ря ы 


: (1-5) 
в0-=-—— 





$11 0, с03 7, 





ы Со (1-29) . 
, тв (0) = — 3 р р пе эт. (6.35) 


Формулы (6.35) являются начальными условиями для скоростей де- 
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формаций при решении системы нелинейн ях дифференциальных урав- 
нений при наличии углов 0% и 7. 

. Вели угол крена равен нулю, то из формул (6.35) получаются выра- 
жения для начальных условий при наличии только угла наклона кави- 
татора 


Е Ут о; я (0) = 0, 


& (0) =— 
которые уже были получены в $ 1 данной главы. 
В случае, когда на кавитатор действует только боковая сила (0 = 
= В, 7 =; 1/2), начальные условия имеют вид 


& (0 =0, 
: 1+9) 
зо 99 


Рассмотрим первое уравнение (6.32). Кинетическая энергия Т* при 
наличии скоса каверны не равна нулю даже в миделевом сечении и 
определяется движением сечений каверны вдоль осей оуи 02 и малыми 
деформациями формы сечений. Удельные импульсы р“5’ (1) и 
0'’5* (Вэ', сообщенные жидкости в направлении, обратном гидродина- 
мическим силам У; и №, остаются примерно постоянными вдоль ка- 
верны и ее следа [79, 80]. Поэтому и здесь можно приближенно 
считать и кинетическую энергию постоянной вдоль каверны и равной 
первому члену Т' ряда Т”, вычисленному вблизи кавитатора, где де- 
формации высших порядков еще малы и ими можно пренебречь, а- 
перемещение каверны как жесткого целого со скоростями и, и 0, яв- 
ляется основным. Вычислив импульсы в начальный момент времени 
и определив из (6.32) возмущенные скорости, получим выражение для 
кинетической энергии жидкого кольца каверны, только что сорвавше- 
гося с кавитатора: 


п 04. 


о Ури 
НЕ о, 
Т- 2 "5° (0) ——— 2р"у8" (0) 


Подставив значение кинетической энергии Т* в первое уравнение 
(6.32), записанное для миделевого сечения, получим 


2 4+ 7:2 


| АЗАР". 6.36 
24р*УЗ5° (0) 3% ] ь вы 


№: = 25; [= + 


Можно трактовать АР* как разность давлений в некотором фик- 
тивном потоке, увеличенную в сравнении с исследуемым потоком. 
Подставив в выражение (6.36) значения У, И, У, М придем к 
следующему соотношению для площади миделевого сечения каверны 
в этом фиктивном потоке: 

Эк = (6.37) 
Зы С033 б% фо: ' 
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число кавитации которого определяется формулой 


в 
102 

1— = Я 

24 03% 


©: = 


(6.38) 


При малых углах наклона оо «начальное» сечение каверны без боль- 
шой погрешности можно отождествить с сечением срыва площадью 
. Тогда формулы для определения площади миделевого сечения и 
зизла кавитации о! совпадают с выражениями, полученными впервые 
Г. В. Логвиновичем [79, 80]. . 

Из этих выражений можно сделать следующие выводы. Во-первых, 
площадь миделевого сечения каверны зависит только от угла наклона 
о и не зависит от угла крена 7. Во-вторых, она будет такой же, как 
площадь миделевого сечения каверны с кавитатором без наклона с коэф- 
фициентом сопротивления с. (0), но с площадью сечения срыва 
бн 050% в фиктивном потоке с числом кавитации д, (%). 

При круговом сечении срыва струй проекция`кавитатора при {=0 
на плоскость у02 является эллипсом, повернутым на угол у, с полу- 
осями Ён с05 0% и К» с эксцентриситетом, равным е = зто, и пло- 
щадью 5$ == 5 (0) == Е? с0$ 0. 

Начальные условия для возмущений при расчете каверн за этим 
эффективным эллиптическим кавитатором, расположенным под углом 
крена у, имеют вид [127] 


& (0) =0, т (0) =0, 
Ь (0) = ©, соз 21, ть (0) = ет, тт, 
& (0) =0, в (0) =0,. (6.39) 
& (0) = 2%, соз 4%, ть (0) = из 49. 
Здесь Бы» те вычисляются по формуле 
Ее мно е2—п) 
фл = ть = А, 050% ьу ЕЕ о 


А=и 


Следовательно, возмущения каверны Ё, и \„ при наличии углов 

5 и 17 на кавитаторе определяются решением системы уравнений 

(6.30) с начальными условиями для возмущений (6.39) и скоростей 
возмущений (6.35) при Е, (0) = т, (0)=0 (#>>2). В формуде 

й для В, 

должно быть использовано число кавитации 0; (6%). и ь 

Влияние угла крена у имеет смысл рассматривать ЛИШЬ при наличии 


поля сил тяжести или другой внешней причины, делающей м 
ка- 
верны несимметричной. | а . 


Влияние осесимметричной деформации & 
как и в случае наличия только угла наклона ( 
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будем учитывать так же, 
$1, гл. 6), в виде функции 














025 050 075 100 125 150 
Рис. 6.18. Зависимость искривлений оси каверны в невесомой жидкости 


от угла наклона при в==0,08; у= 15°. 


о В ВТ 
ЕЯ 







125 150 $ 


Рис. 6.19. Зависимость искривлений оси каверны в невесомой жидкости 
от угла наклона при &«=0,08; у=30°. 


0,25 050 075 100 


Ко (а, й = В (9) + В ( 0. Кусочно-линейная аппроксимация в 
данном случае будет иметь вид: и. 
Во (о, 0) = Вк (00) В (б%» Ого; 
Вк (0) = В» 60$ 4%; 
1 (1—2 - Ус), А 


В (ао, В = 


Усова, |1--(2—1(1— И сова), #>1 


— нкция [18, 80]. 
се Проведены зависимости от углов наклона 0 и 


крена 7 вертикального (сплошные линии) и горизонтального (штрихо- 
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Рис. 6.22. Зависимость 

искривлений оси каверны 

от угла крена при д== 

=—0,08; [Рг-=10; = 
5°. 
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Рис. 6.23. Зависимость 
нскривлений оси каверны 
от угла наклона при в== 
=0,08; Ег=10; \=45? 





Рис. 6.20. Зависимость искривлений оси каверны от угла крена при с=0,08; 


Вг==10; е=30. 





30, 
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и Е И вскривлений оси каверны от угла крена при 0=0,08; 
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вые линии) искривлений оси каверны. Сравнение рис. 6.18 и 6.19, по- 
строенкых для случая невесомой жидкости (Ег — о) при с = 0,08 и 
переменном значении угла наклона % для значений углов крена = 
= 15° ит = 30° соответственно, показывает, что с увеличением вдвое 
угла крена ‘7 почти в два раза увеличивается величина горизонтально- 
го искривления оси каверны а, в то же время вертикальное искривле- 
ние оси каверны &, меняется мало. А увеличение вдвое угла наклона 
меняет как горизонтальное, так и вертикальное искривление оси почти 
з два раза. Рис. 6.20—6.22 иллюстрируют характер изменения ис- 
кривлений осей &, и 1: в весомой жидкости Ег = 10, © == 0,08 при из- 
менении угла крена $ и постоянных значениях угла наклона & == 30; 
45; —45° соответственно. Из рисунков видно, что наличие угла крена 7 
может как увеличивать (0%>0}, так и уменьшать (0%<30) вертикальное 
искривление оси каверны &1, хотя и не очень сильно. Боковое искрив- 
ление оси каверны |, сильно зависит от угла крена 7. С увеличением 
этого угла в два раза от 15 до 30° и от 30 до 45° горизонтальное искрив- 
ление т) вырастает почти вдвое. Также влияет на ‘изменение | и из- 
менение углов наклона 0% (рис. 6.23). Такое действие несимметрии 
течения соответствует характеру взаимодействия гидродинамической 
силы на кавитаторе и весомости жидкости. Величина искривления 
оси, связанная с гидродинамической силой на кавитаторе, зависит в 
основном от соотношения в и 7. 

При постоянном угле наклона ох > 0 величина гидродинамической 
силы И, на кавитаторе будет убывать с ростом угла крена %, что вид- 
но из первого соотношения (6.33), поскольку с0з‘у будет убывать. 
А это приведет к уменьшению реактивной («топящей») силы жидкости 
на каверну. Следовательно, немного возрастет величина вертикального 
искривления оси каверны Ё, так как к величине искривления оси 
Ы (25, созданного весомостью, будет прибавляться меньшая отрица- 
тельная величина (при % > 0, &, (0) < 0), общее вертикальное ис- 
кривление оси будет равно &, (м, Ег) = & (Её) —| & (0%) |. 

При отрицательных углах наклона (0 < 0) наблюдается анало- 
гичная картина, только действие сил будет противоположно направ. 
лено, а Ё, (4) >> 0. С ростом угла крена *% будет убывать величина ис. 
кривления оси каверны Ё;, к величине искривления оси каверны 
&: (БГ), связанного с весомостью, будет прибавляться менышая поло- 
жительная величина и общее вертикальное искривление оси каверны 
будет уменьшаться: Ё, (о, Ег) = Е, (Ег) -| & (<). 

С ростом угла крена ф горизонтальное искривление оси ', будет 
расти, что видно из второго соотношения (6.33), поскольку зп ф будет 
возрастать. Боковое искривление оси т, как функция &, является поч- 
ти линейной функцией, кроме четверти длины каверны у кавитатора. 
Чем меньше угол крена, тем функция п, () ближе к линейной. 

Из приведенных рисунков видно, что вертикальное &, и горизон- 
тальное ; искривления оси на четверти длины каверны возле кавитато- 
ра соразмеримы, а после миделя Ё, почти на порядок больше, чем т. 

Рассмотрим форму поперечных сечений каверны в широком диа- 
пазоне изменения углов наклона -+-30° < а -Е 45° и крена 15° <= 
< 45°. На рис. 6.24—6.27 приводятся поперечные сечения каверны при 
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Рис. 6,24. Поперечные сечения каверны при 0==0,08; 
бо=30°; у==30° в невесомой (штриховые линии) я 
весомой (сплошные линии) жндкостях и. 


Рис. 6.25. Поперечные сечения каверны при б= 
=0,08; ==—30°; у=30° в невесомой (штрихо- 
вые линии) и весомой (сплошные линии) жидкос- 
тях (Ег=10). 


о = 0,08; Ё = 0,35; 1,00; 1,50; 1,75 в невесомой (штриховые линии) и 
весомой Ег == 10 (сплошные линии) жидкостях, В сечении # = 0,25 
показана проекция кавитатора на вертикальную плоскость (заштри- 
хована) и помечен угол крена . Из этих рисунков хорошо видно, что 
сечения в домидельной части каверны в весомой жидкости поверну- 
ты фактически на угол 7, как и в случае невесомой жидкости. Вблизи 
кавитатора, например при # = 0,25, сечения каверны имеют оваль- 
ную форму, сходную с конфигурацией проекции кавитатора на верти- 
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кальную плоскость ог. В ‘невесомой жидкости ориентация сечений на 
‘угол $ от вертикали сохраняется по всей длине каверны. В весомой 
жидкости по мере удаления от кавитатора угол поворота поперечных 
сечений каверны уменьшается и даже может изменить направление на 
противоположное. Вблизи кавитатора, как видно из рисунков, форма 
поперечных сечений симметрична относительно плоскости действия 
гидродинамической силы на кавитаторе, но в послемидельной части 
каверны в весомой жидкости такой симметрии уже не наблюдается 
(Е = 1,50; 1,75). 

При обтекании кавитатора с положительным углом наклона в 
невесомой жидкости подъемная сила №, направлена вверх. Считая 
Рис: 6.26. Поперечные сечения каверны при 0==0,08; 


00=45°; у=30° в невесомой (штриховые линии) и ве- 
сомой (сплошные линии) жидкостях (Ег=10). 










Рис. 6.27. Поперечные сечения каверны при в=0,08; 
%=—45°; у—30° в невесомой (штриховые линии) и 
весомой (сплошные линии) жидкостях (Ег=10). 


кавитатор и каверну некоторым профилем, замечаем, что скорости на 
свободных линиях тока, сошедших с кавитатора, будут различны для 
верхней и нижней границ каверны, поскольку длины этих линий раз- 
личны. Скорость на верхней границе каверны в данном случае будет 
больше, чем на нижней. Это приводит к появлению циркуляции около 
каверны в вертикальной меридиональной плоскости и возникновению 
гидродинамической силы, направленной вниз. Следовательно, если 
на кавитаторе имеется подъемная сила, то на каверну будет действо- 
вать некая «топящая» гидродинамическая сила. К тому же, если ка- 
витатор повернут на угол крена у, то действие «топящей» силы будет 
также отклоняться от вертикали на этот угол у, что хорошо видно из 
рис. 6.24, 6.26 (штриховые линии). 

При обтекании кавитатора с отрицательным углом наклона в не- 


весомой жидкости подъемная сила , будет направлена вниз. Как и 
при положительных углах наклона, в данном случае также возникнет 
циркуляция, но она уже будет иметь противоположное направление. 
Она создает гидродинамическую силу, направленную вверх. При нали- 
чии угла крена у направление действия этой силы также отклонено от 
вертикали на угол * (рис. 6.25, 6.27 — штриховые линии). 

При достаточно больших углах крена ^7 в весомой жидкости можно 
наблюдать явление переориентации сечений каверны, возникающее 
как результат взаимодействия весомости и гидродинамической силы, 
вызванной наличием угла наклона кавитатора. Весомость жидкости 
создает циркуляцию около каверны в вертикальной меридиональной 
плоскости, из-за чего возникает сила Жуковского, которая в данном 
случае направлена вниз. Эта гидродинамическая сила, так называемая 
«топящая», уравновешивается архимедовой силой. При движении на- 
клонного кавитатора возникает также гидродннамическая сила, но 
направленная по-разному. Это зависит, как было показано выше, от 
ориентации углов наклона и крена. 

В весомой жидкости действие вихревой системы, порежденное ве- 
сомостью, вначале каверны мало и довольно сильно возрастает к 
концу каверны. Действие на каверну вихревой системы, создаваемой 
наличием угла наклона кавитатора, сперва растет в передней части 
каверны, а потом на протяжении каверны почти не меняется. При поло- 
жительном угле наклона и угле крена 77 на кавитаторе направление 
действия гидродинамической силы «вниз» повернуто на угол ‘р от вер- 
тикальной оси оу, а весомость создает гидродинамическую силу, на- 
правленную вверх. Когда действие вихревой системы, связанной с ве- 
сомостью, в конце каверны значительно больше, чем действие вихре- 
вой системы, порожденной подъемной силой на кавитаторе (о >> 0), 
то вихри, порожденные весомостью, стремятся повернуть сечения ка- 
верны в симметричное положение относительно вертикальной плоскости 
у0г. Более интенсивная в конце каверны вихревая система, вызван- 
ная весомостью, приводит не только к повороту сечений каверны на 
угол крена, но даже в некоторых случаях ик дальнейшему повороту 
сечений каверны от вертикали в противоположную сторону, чему так- 
же способствует свойство инерционности жидкого кольца каверны 
(рис. 6.24, 6.26 — сплошные линии). 
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При отрицательном угле наклона и угле крена *) на кавитаторе на- 
правление действия гидродинамической силы «вверх» повернуто на 
угол *р от вертикальной оси оу, а весомость приводит к созданию гидро- 
динамической силы, направленной вверх. Поэтому наличие отрица- 
тельного угла наклона усиливает действие весомости и, следовательно, 
деформацию сечений каверны (рис. 6.25, 6.27 — сплошные линии). 
Действие двух вихревых систем подобно, уменьшение поворота се- 
чений происходит медленно, не исчезая на всей длине каверны. 

Интересно проследить изменение формы поперечных сечений ка- 
верны при росте угла крена от 15`до 45° при % = 30°; Ег = 10; © = 
= 0,08. Происходит не только поворот сечений, но и деформация их 
формы, что хорошо видно на рис. 6.28 и 6.29. ".. 

На рис. 6.30 представлены поперечные сечения каверны # = 0,25; 
1,00; 1,50; 1,75 при с == 0,08; Ег = 10; < = 45° и у = 30°, рассчитан- 


Рис. 6.28. Поперечные сечения каверны при 
с=0,08; Ег=10; 0==30° и углах крена у= 
==15° (сплошные линии), у=30° (штриховые 
линии), у=45° (штрихпунктирные). 











Рис. 6.29. Поперечные сечения каверны при 
0=0,08; Ег=10; ж==р—30° и углах в ыы 
=15° (сплошные линии), у=30° (штриховые 
линин), \==45° (штрихпунктирные). 
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Рис. 6.30. Поперечные сечения каверны при 
9==0,08; Ег=з10; ©0==45°; у==30°; сплошные 
лииии — кавитатор — равновеликий круг; штри- 
ховые — кавитатор — эллилс. — Штрихпунктир- 
ными линиями нанесены сечения осесииметрич- 
ной каверны (0=0,08). 
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ные за проекцией эллиптической конфигурации кругового кавитато- 

на вертикальную плоскость 02 (штриховые линии) и за равным ей 
по площади круговым кавитатором (сплошные линии). Поперечные се- 
чения каверны за этими двумя кавитаторами близки, особенно в сред- 
ней части каверны. Различия в форме этих сечений особенно заметны 
в начале и в конце каверны (= 0,25; 1,75), и они невелики. На 
рис. 6.30 штрихпунктирными линиями показаны для сравнения се- 
чения осесимметричной каверны при числе кавитации с = 0,08. Хоро- 
шо видно, как сильно уменьшают и деформируют каверну весомость 
и гидродинамическая сила, вызванная наличием углов наклона @ 
и крена ^7 на кавитаторе. 


$ 4. КАВЕРНЫ ЗА ЭЛЛИНТИЧЕСКИМИ 
ПРОИЗВОЛЬНО ОРИЕНТИРОВАННЫМИ В ПРОСТРАНСТВЕ 
КАВИТАТОРАМИ 


Произвольная ориентация кавитирующего насадка В потоке зада. 
ется углом наклона а плоскости кавитатора к невозмущенной ско- 
рости Уз и углом крена . Течение за таким кавитатором будет несим- 
метричным. Деформации радиусов поперечных сечений каверны при 
этом определяются полным рядом Фурье 


6.0 = (0+ У Е (060570 - п» (9) 5тлб], 
п=0 
коэффициенты которого являются решением системы нелинейных урав- 
нений (6.30). Начальные значения производных в данном случае име- 
ют вид (6.35) 


За со, 


& 0) ИХ 
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т (0)=— по. 511 9 $1 т, 
(6.40) 
О=ь@0=0 (>2). 


Начальные значения функций Ё, (0) и 
"„ (0) определяются коэффициентами 
разложения функций полярного радиуса, 
которое в общем случае следующее: 


а Кн (0) = Кно - 
+ У © с0$ 10 - то зщ пб). (6.41) 


п=1 





Рис. 6.31. Произвольно ориен- 
тированный эллиптический ка- 
витатор. 


„Начальные условия выполняются при 
{=0 на плоскости. х = 0 (координатная 
плоскость у0г), перпендикулярной к ско- 
рости невозмущенного потока, а ориентация кавитатора задается угла- 
МИ 0 и 7. Полагаем, что каверна в этом случае образуется за кави- 
татором с сечением срыва, равным проекции сечения срыва кавитатора 
радиусом К» на вертикальную плоскость х = 0.`Спроектируем плос- 
кость кавитатора на вертикальную плоскость #02. 

Пусть в декартовой системе координат у’0г’ уравнение контура 
срыва эллиптического кавитатора имеет канонический вид; = 

из 73 ь 
яя 


где 2а и 25 — горизонтальная и вертикальная оси эллипса соответ- 
ственно; е = У 1— 62/0? — его эксцентриситет. Плоскость 02’ име- 
ет угол со с плоскостью у02, а ось координат`оу” составляет угол с 
осью оу. Определим вид уравнения этого эллипса в системе координат 
уг (рис. 6.31). Введем вспомогательную систему координат 02", оси 
которой повернуты на угол ф относительно системы координат у’0г’. 
Выполнив преобразование координат . 


2 = 2" с05 7 — у’, 
у = 2" чпу - у" с0зу 
и использовав параметрическое уравнение эллипса 
2 = Ви (6) 5п 0, 


у = К; (0) соз 6, 


запишем уравнение радиуса эллипса на плоскости 


мл" 
02 в полярных к. 
ординатах в следующем виде: ы ы г 


Г 
В, (6) —Ут= аз 6—9) 
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Можно преобразовать это выражение к виду, сходному с канониче- 
ским, если зависимость координат от параметра задавать формулами 
| 


2” = В, (9) яп (0—5), 
у" = В, (0) с05 (9—1). 


Тогда уравнение эллипса в плоскости у”ог” можно представить 
в виде 


Выполнив еще одно преобразование координат 2 = 2”, у == у" с03 0» 
получим уравнение полярного радиуса эллипса на плоскости 02 


ф с05 5 5 - ь | (6.42) 
У :— 25110 — у} 


г. $3 с05? 0% 
где е = 1 ———а ^^ эксцентриситет этого эллипса, причем 


22 р 
| ма. 
| 
| 


: У! ва (0—5) 


| 
ф = 6с0$ 0 - 

Аналогично можно получить выражение для полярного радиуса 
| вертикально ориентированного эллипса 
| 


а с0$ @% а 


К» (0) = , (6.43) 


У! Роу УИ 0-у 


Е — пе 
где @ = у! — $ — эксиентриситет эллипса. 


| Из формул для эксцентриситетов эллипсов разной ориентации при 
| наличии угла наклона ж% видно, что величина эксцентриситета го- 
ы ризонтального эллипса возрастает с увеличением угла наклона и, 
| а величина эксцентриситета вертикально ориентированного эллипса 
. убывает. Соответственно ведут себя и возмущения формы каверны, 
| вызванные отклонением формы кавитатора от круговой. 

: Поскольку эксцентриситет эллипса всегда меныше единицы, то 
можно разложить радикалы выражений (6.42) и (6.43) в сходящиеся. 


ряды по степеням малых параметров & и е; соответственно: 


5 1 2158 0—  1-3 #9 0—9 
Вь (0) = _ | += +35: 


= ой (0- У) Яо 0—1 


1.3-5 28 тв (0 — у) 
2-4-6 `28 соз8 (0 — 


ое +... 


Верхняя строчка здесь относится К горизонтально а а 
нижняя -—к вертикально (а <3 6) орнеитированному эллипсу. ак 
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чзвестно, деформация радиуса каверны определяется в виде ряда 
Фурье, поэтому необходимо и функцию К, (6) также представить 
в виде такого же ряда. Заменив степени тригонометрических функ- 
ций, входящие в приведенное разложение К„ (8), функциями кратных 
углов и выполнив необходимые преобразования, запишем выраже- 
ние, например, для радиуса эллиптического вертикально ориенти- 


рованного кавитатора при наличии углов наклона 0% и крена 7 в 
виде 


Вы (0) = Кю У Ее?" с0$ 2лу с0з 210 -- тыл?” зп 2пу т 219]. (6.44) 


п=51 
Здесь функции &», 12 и Аз вычисляются по формулам 
ЕЦ а еб Ро 
фа == Щи, = 51-55 ЕЕ е-иГ 2 › 
#=п 


Вь-№ К), 


сле К (е1) — полный эллиптический интеграл первого рода. Функции 


лю И ол), как это следует из (6.44), имеют вид 


Фал = Бшё?" с032177, Трло = Прёй" эл 217, 


При т =0 получаем вертикально ‘вытянутый вдоль оси оу эл- 
липс; у = л/2 соответствует горизонтально ориентированному эл- 
липсу, когда большая ось 2а направлена вдоль оси 02; кроме того, 
необходимо заменить в формулах величину е на г. 

Выражение (6.44) позволяет интерпретировать эллиптический ка- 
зитатор с углами наклона 0% и крена ^, как. некоторый круговой ра- 


днуса Кно, на который уже в начальный момент # = в03- 
ъмущения вида: о 


Ь (0) =0, + (0) = 0, 

(0) = 2, соз2%, 1,0) = 21, зт2у, 

(0) =0, 3 (0) = 0, (6.45) 
Ь 0) = 24 с0з47, 1,0) = А, тт, 

ъО=0, = 0, 


ооо 


Такой круговой кавитатор Ю 
- эффективным. в 
истема дифференциальных уравнений {6.30) 
.30) с начальными ус- 
ловиями (6.40) и (6.45) решалась численно, полученные лы 
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как отмечалось выше, будем на- 


функций , и 1, использовались для определения формы попереч- 
ных сечений каверны. Величина осесимметричной деформации & 
определялась так же, как и в случае наклона кавитатора на угол 
© (гл. 6, $ 1). Радиусы поперечных сечений каверны вычисляются по 
формуле 


К(Е, 0, в, 1) = Кк собр (и, 0) [ (0) 
+ У Е, с0$ пб + па п лб), 


п=2 





где 
РУС о <, 
Ус 1 @—9(1— Иса) >, 


о=У1-@-—-ма- 0. 

Система нелинейных уравнений решалась методом Рунге—Кутта 
с автоматическим выбором шага. Точность расчетов принималась в 
каждом случае такой, чтобы погрешность при вычислении величины 
относительного радиуса каверны Ю/К, не превышала 1%. Ре 
зультаты расчетов печатались в виде таблиц величин К/К при 0= 
—0-: 360° (^0=10° или 15°) в сечениях #=0,25--1,75 (АЁ-=0,25 и 
41 = 0,125). В конце таблиц печатались две строчки значений вер- 
тикального и горизонтального искривлений оси каверны, умноженные 
на 100, т. е. 100 &, и 100 п. соответственно. По табличным значениям 
радиусов каверны в конкретном сечении { = с0пзй строилась форма 
поперечного сечения каверны. 

Задача об определении формы каверны за кавнтатором эллипти- 
ческой формы при наличии на нем углов наклона ао и крена % в ге- 
сомой жидкости, изложенная в данном параграфе, является наибо- 
лее общей. Все ранее рассмотренные задачи — частные случаи. Так, 


при е2 = 512, получим задачу о несимметричном кавитационном 
течении за круговым кавитатором, которая изложена в $ 3 насто- 


ящей главы. При #= $11200 и} == 0 имеем случай кавитационного 
обтекания кругового кавитатора, наклоненного на угол @%, который 
рассмотрен в $ 1 и 2. Когда 0%, = 7 = 0, это соответствует кавернам 
за эллиптическими кавитаторами, которые исследуются в гл. 5. Ес- 


ли ё =1, ао = =0, это будут каверны в весомой жидкости за 
круговыми кавитаторами. 

Многочисленные вычисления, выполненные в широком диапазоне 
изменения чисел кавитации в, Фруда Ег, а также углов наклона 


с и крена %, позволяют сделать следующие выводы. При 2< 0,8 
влияние эллиптической конфигурации кавитатора может быть су- 
щественно, но достаточно ограничиться всего 20 членами ряда Фурье; 


при 2->0,97 (Ы/а = №6) очень быстро увеличивается количество чле- 
нов ряда Фурье, которые необходимо учитывать. Но даже при очень 
близком к единице значении эксцентриситета нет необходимости учи- 
тывать больше 50 членов ряда Фурье. Существенно меняется вели- 
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Рис. 6.32. Поперечные сечения каверны за го- 
ризонтально ориентированным  эллиптическим 
кавитатором при 22=0,75; 0—0,08; си=0; 


Рис. 6.33. Поперечные сечения каверны за го- 
ризонтально ориентированным эллиптическим 
кавитатором при е1=0,75; 6=0,08; и=0; —30® 
в невесомой-и весомой жидкостях (Ег=10). 


чина эксцентриситета с увеличением угла наклона с) т 
ол 

небольших удлинений Л ==2.:. 3 (А = а). Так, при Е 2” ы 
величинах угла наклона 0% = 0; 15; 30; 45° квадрат эксцентриситета 
будет равен соответственно 2? = 0,75; 0,76 0 

= 9,15; 0,76; 0,78; 0,82. С ростом уд- 
линения, например при Л = 6, величина квадрата ея 
при тех же значениях углов будет её = 0,97 — 0,98. 


22 


30° в невесомой и весомой жидкостях (Ег=} ° 








Рис. 6.34. Поперечные сечения каверны за го- 
ризонтально ориентированным эллиптическим 
кавитатором при е?=0,75; 0=0,08; =45 
в невесомой и весомой жидкостях (Ег=10)}. 





{15 


Рис. 6.35. Поперечные сечения каверны за го- 

изонтально ориентированным эллиптическим 
авитатором при е?=0,75; 0==0.08; сь== —45° 
в невесомой и весомой жидкостях (Рг= 10). 


Искривления оси каверны за эллиптическими О тЫ ь 
за эффективным круговым кавитатором для Е т: ул. 
линений (Л <_2) отличаются мало. При ах ие а 
верны за эффективным кругом будет приближ к ие 
средней величине между значениями искривления ен 9 
никшей за горизонтально и вертикально ориентирован 
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Рис. 6.36. Поперечные сечения каверны за верти- 
кально ориентированным эллиптическим кавитато- 
‘ром при е?=0,75; с=0,08 в невесомой жидкости 
при углах наклона си==0; 15; 30; 45°. . 










4150 $=175 


Рис. 6.37. Поперечные сечения каверны за вертикаль- 
но ориентированным эллиптическим кавитатором при 
2?=0,75; в==0,08 в весомой жидкости (Ег=10) при 
. углах наклона ож==0; 15; 30; 45°, 


ческими кавитаторами. Это справедливо как для 


отрицательных 
так и для положительных углов наклона и крена [128] у 


Рассмотрим формы сечений каверны за эллиптиче 


ескими кавита- 
и только углов 
есомой жидкос- 
длине каверны. 


торами разных удлинений и ориентации при наличи 
наклона о. Ориентация осей сечения каверны в нев 
ти за эллиптическими кавитаторами меняется по 
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Это хорошо иллюстрируют рис. 6.32 —6.37, на которых показаны 


сечения каверн { = 0,25; 1,00; 1,50; 1,75 при д = 0,08; 62 = 0,75. 


(А =2) для горизонтально и вертикально ориентированных эл- 
липтических кавитаторов с положительными и отрицательными уг- 
лами наклона. Площадь кавитатора на рисунках заштрихована; 
штриховыми линиями помечен кавитатор при ©, = 0, а сплошными — 
при о 5 0. Хорошо видно уменьшение площади сечения срыва струй 
из-за наклона кавитатора. На рис. 6.32 —6.35 сечения кавери в не- 
весомой жидкости (Рг —+о0} при о = 0 нанесены штриховыми, а 
при со 5 0 сплошными линиями; для случая весомой жидкости (Ег = 
= 10) сечения помечены штрихпунктирными линиями. Из-за нак- 
лона кавитатора сечения каверны не только деформируются, но и 
существенно уменьшаются по площади, что также хорошо видно на 
рисунках. 

В невесомой жидкости в передней части каверны, возникшей за 
горизонтально ориентированным эллиптическим кавитатором, при 
© > 0 так же, как и в случае каверны за диском, сильнее сплющена 
верхняя часть сечений. В конце каверны, кроме того, что происхо- 
дит переориентация осей сечений, в верхней части каверны появля- 
ется выпуклость, а в нижней части сечения оказываются сильнее 
приплюснутыми, чем в начале каверны (рис. 6.32, 6.34). При отрн- 
цательном угле наклона наблюдается противоположная картина 
(рис. 6.33, 6.35), возникающая из-за совместного действия на каверну 
подъемной силы, созданной наклоном кавитатора на угол а, н от- 
клонения формы кавитатора от круговой. В случае весомой жидкос- 
ти эта картина не наблюдается, поскольку весомость превалирует 
над действием указанных сил. Ориентация осей сечения каверны в 
весомой жидкости не меняется, поскольку весомость препятствует 
этому. Высоты гребней в конце каверны в данном случае близки к 
их величинам за эффективным кругом. Однако величина гребня при 
< > 0 будет меньше, а при а, < 0 больше, чем в каверне за эффек- 
тивным диском. Это хорошо видно на рис. 6.34, 6.35, где приведены 
сечения при о == - 45°. В сечении # = 1,75 при @ = — 45° кавер- 
на уже разрушилась в весомой жидкости (штрихпунктирные линин, 
рис. 6.35), а при а == 45° гребень внизу каверны достаточно велик, 
но каверна еще существует (рис. 6.34). 

Если эллиптический кавитатор вертикально ориентирован, то 
оси сечений каверны меняют ориентацию в невесомой и весомой 
жидкостях (рис. 6.36, 6.37). В передней части каверны наблюдают- 
ся сходные картины деформации сечений в невесомой и весомой жид- 
костях, а в послемидельной части, особенно в конце при { = 1,75, 
деформации различны. В конце каверны велики деформации от ве- 
сомости, кроме того, сечения каверны здесь становятся горизонталь- 
но ориентированными, наличие угла наклона на кавитаторе также 
сжимает каверну по горизонтали. Эти три действия складываются, 
так что и суммарное возмущение в конце каверны будет ии 
что хорошо видно на рис. 6.37 при # = 1,75 и %>0. При < 
каверна в этом сечении не существует. Но формы сечений и 
при данной ориентации эллиптического кавитатора при небольш 
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° Рис. 6.38. Поперечные сечения каверны вблизи кавитатора при удли- 
‚ невии Л=4. 











7—- 





РРР, 
в 


= 
а б 
Рис. 6.39. Поперечные сечения каверны вблизи кавитатора при удли- 


нений А=6, 


Удлинениях (Л < 2) будут близки к форме сечений каверн за соот- 
зетствующими эффективными кавитаторами. 

При больших удлинениях эллиптических кавитаторов Л >3 — 
— 6 картина сильно усложняется. 

Попытаемся проследить влияние удлинения ` эллиптического ка- 
витатора на геометрию каверн в случае несимметричного его распо- 
ложения относительно скорости набегающего потока. Эксперимен- 
тальные исследования влияния прямоугольной пластины, поставлен- 
ной нормально к набегающему потоку, на ширину миделя каверны 
проводились В. А. Лапиным [76]. Ю. Д. Власенко и В. Н. Башарова 
19 рассматривали каверны за кавитаторами больших удлинений с 
локальными особенностями. В данном случае, поскольку контур эл- 
липтического кавитатора является гладкой кривой без особенностей, 


можно более четко выявить влияние именно удлинения кавитатора 
на размеры каверны. 
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Рис. 6.40. Вид поперечных сечений каверны в невесомой жидкости прь 
0=0,08; Л=1/6; «=0. 
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'Л=6 
й при {51,75 
.41. Вид поперечных сечений каверны в невесомой жидкости 
ные линии); а=45° (сплошные линии) для различных 


удлинений. 





Вблизи эллиптических кавитаторов небольшого удлинения (А 
отношение горизонтального размера кавитатора к ИН 
Л <? сечения каверн сохраняют конфигурацию, подо у р 
этого кавитатора. т тих в я ее: т . 

витатора будет иной. На . 6.38, 6. й 
мы ей ты непосредственно за ПА и 
при Ё = 0,04 - 0,24 (АЁ = 0,04) для А=4 и х м Е 
на рисунках заштрихован. Хорошо видно, что при о 
ео а ОЛЬКр ВЛОЛЬ МАЛОЙ оси, 'в то 

сширение происход 

а Е ы большой о изменение и АННЫ 
верны значительно слабее (рис. 6.38, а). В Чет ры 
времени вдоль большой оси формируются прод: А 
(рис. 6.38, 6). При большем ее и а. 
ся сразу за кавитатором и они более глу Е ар и 
дить изменение формы сечений по всей Е в Е 
С удалением от кавитатора в околомидельной час 


В вдоль 
мированного круга,‘а впадины 
Е ©. тие и ое каверны происходит переориен- 


й к 
большой оси уменьшаются. В Е 
тация осей СоеИнЙ: а впадины, которые были в домидельной Я 


впадины с выпуклостью посредине. 
Ор видно на рис, 6-0, тде призедены сечения каверны 0 < 
=: 115 (ДЕ = 0,25) при в= 0,08; Ег-=о; = 1/6. 
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Рис. 6.42. Вид поперечных сечений каверны в невесо- 
мой жидкости при #=1,75 и в«=0 ея 
линии); &=45°. (сплошные линии 

удлинений. 








1=0 Рис. 6.43, Поперечные сечения каверны при #= 
==1,75; Рг—10; и=45°; Л=6. а я 
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рис. 6.41, 6.42 приведены сечения каверн #=1,75 в невесомой жидкости 
при разных удлинениях: Л =2, 3, 4, би == 1/2, 1/3, 1/4, 1/6. С 
ростом. удлинения увеличивается деформация сечения каверн. При 
больших удлинениях форма сечений каверны с удалением от кавита- 
тора очень далека даже от сильно деформированного круга. Такая 
картина деформирования сечений каверны за сильно вытянутыми ка- 
витаторами-пластинами качественно согласуется с эксперименталь- 
ными данными. 

Сечения каверн за кавитаторами больших удлинений, наклонен- 
ных на угол о% к скорости набегающего потока, в весомой жидкос- 
ти могут иметь разную и весьма сложную форму. На рис. 6.43, 6.44 
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Рис, 6.44. Поперечные сечения каверны пре 
025 9=0,08; Рг= 10; «==-45°; А=6, ь . 
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показаны сечения каверн 03 #Ж< 1,75 (41 = 0,75) при о = 0,08; 
Рг = 10; Л = 6 (горизонтально ориентированный кавитатор) и уг- 
лах наклона о, разных 45°и — 45° соответственно. Совместное де- 
формирование кавеуны тремя компонентами — весомостью, сильным 
отклонением формы кавитатора от круговой и подъемной силой на 
кавитаторе — создают сечения каверны сложной конфигурации. В 
этом случае на переднюю часть каверны существенно действуют 
две компоненты, поскольку влияние весомости здесь еще малд. Срав- 
нив сечения # = 0,24 (рис. 6.38) и { = 0,25 (рис. 6.43, 6.44), видим, 
что наличие угла наклона деформирует фактически половину каверны: 
верхнюю или нижнюю в зависимости от знака угла наклона. Такого 
вида картина наблюдается во всех сечениях до миделя ({ < 0,75). 
Уже в миделе, где начинает проявляться действие силы тяжести, се- 
чения каверн при положительных и отрицательных углах наклона 
будут деформированы по-разному. В сечениях { = 1,00 и Е = 1,50 
при с = 45° взаимодействие этих трех компонент создаст сечения, 
по форме приближенно симметричные относительно координатных 
осей. Но при # = 1,75 начинает превалировать весомость, что и про- 
является в своеобразном контуре сечения каверны (рис. 6.43). Срав- 
нить проявление совместного действия отклонения формы кавитато- 
ра от круговой и наличия угла наклона на кавитаторе на геометрию 
каверны в невесомой и весомой жидкостях в сечении # = 1,75 можно 
по рис. 6.41 и 6.43. При отрицательных углах наклона кавитатора 
в конце каверны действие гидродинамической силы на кавитаторе 
и весомости направлены одинаково, поэтому возмущение может стать 
таким большим, что каверна разрушится (рис. 6.44). Необходимо 
отметить, что сечения каверн за горизонтально ориентированными 
эллиптическими кавитаторами больших удлинений с углами накло- 
на существенно отличаются от формы сечений каверн за соответствую- 
щими им эффективными круговыми кавитаторами. Таким образом, 
в этом случае формы сечений каверн с удалением от кавитатора не 
ем. к круговой. 
ни вн ба сечений каверн в весомой жидкости 
за эллиптическими вертикально ориентированными кавитаторами боль- 
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Рис. 6.45, Поперечные сечения каверны при в==0,08; Л==1/6: 
а— Ег=10; а-465°; 6 — Ре-коо; а=45°; в — 2г=10; а=—45°. 


ших удлинений при наличии углов наклона их к скорости набегаю- 
щего потока. В передней части каверны деформация сечений будет 
сходна со случаем в невесомой жидкости, но при этом выемка вдоль 
большой оси каверны будет большей с той стороны, где действует 
на каверну гидродинамическая сила, вызванная наличием угла на- 
клона. На рис. 6.45, а, 6, в приводятся сечения `0 < #<1,75 (АЁ == 
= 0,25) при с = 0,08; Рг = 10; Л = 1/6 и углах наклона, равных 
45° и —45° соответственно. Сравнение сечений на этих рисунках и 
на рис. 6.40 показывает, что деформации сечений в передней части 
каверны близки. По длине каверны происходит переориентация 
осей ее сечений и в конце каверны сечения будут в этом случае гори- 
зонтально ориентированными. Весомость, а также наличие угла на- 
клона на кавитаторе вызывают сжатие сечения по горизонтали. По- 
этому сечения каверны будут сильнее сплющены, чем в каверне за 
диском, но в целом их форма будет сходна с формой каверны за эф- 
фективным круговым кавитатором, хотя сложение действия этих 
трех компонент приведет к тому, что при # = 1,75 каверна не будет 
существовать (рис. 6.45). 

: Следовательно, можно сделать вывод, что каверны за кавитато- 
рами эллиптической конфигурации больших удлинений по всей гео- 
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метрии существенно отличаются от каверн за соответствующими им 
эффективными кавитаторами. Сечения каверн могут иметь в весомой 
жидкости при наличии углов наклона кавитатора очень сложную, да- 
же экзотическую форму. Поэтому необходимо в каждом конкретном 
случае определять форму каверны за такими кавитаторами. 

Деформация сечений каверны при наличии на эллиптическом ка- 
витаторе углов наклона а, и крена ‘› несимметрична относительно 
вертикальной и горизонтальной меридиональных плоскостей. Ве- 
личины деформаций растут с увеличением углов наклона © и крена %. 
Форма поперечных сечений каверны напоминает такую, какой она 
была бы, если бы весомость действовала в меридиональной плоскос- 
ти, повернутой относительно вертикали на угол, близкий по вели- 
чине угла крена у. Это хорошо иллюстрируют рис. 6.32, 6.34, на 
которых приведены поперечные сечения каверн с удлинением при 
различной ориентации эллиптического кавитатора для течения в = 
= 0,08 и Рг = 10. На рис. 6.32 приведены поперечные сечения ка- 
верн # = 0,95; 1,00; 1,75 при с == 15° изу = —15° для горизонтально 
(сплошные линии) и вертикально (штриховые линии) ориентирован- 
ных кавитаторов. На рис. 6.33, 6.34 изображены поперечные сече- 
ния каверн # = 0,25; 1,00; 1,75 и 0% = 25° при угле крена 1 -= 25? 
(сплошные линии) и у = —25° (штриховые линии) для горизонтально 
и вертикально ориентированных эллиптических насадков соответст- 
венно. На этих же рисунках штрихпунктирными линиями нанесены 
сечения каверны за эффективным круговым кавитатором. Сравнивае- 
мые поперечные сечения каверн за эллиптическими кавитаторами и 
соответствующими им эффективными круговыми насадкамн очень 
близки между собой, расхождения относительного радиуса А/К» 
меньше 10 %. Аналогично было проведено сравнение формы попереч- 
ных сечений каверны за эллиптическими и круговыми кавитаторами 
произвольной ориентации при отрицательных углах наклона 0 < 0. 
В этом случае углублялся и поворачивался гребень внизу каверны, 
но также формы каверны за кругом и эллипсом были очень близки. 

Следовательно, отметим, что при удлинениях Л < 2 вместо рас- 
чета каверны за эллиптическим несимметричным кавитатором 
при углах наклона и крена можно рассчитывать каверну за эффектив- 
ным круговым кавитатором. При этом погрешность будет незначи- 
тельной. В случае несимметричного расположения (о 5 0; у = 0) 
к скорости набегающего потока эллиптического кавитатора большо- 
го удлинения Л >> 2 -- 6 картина сильно усложняется. 

В заключение уместно подчеркнуть, что все в`данном параграфе, 
относящееся к поведению каверн за сильно вытянутыми пластинчаты- 
ми кавитаторами, имеет весьма качественный характер и нисколь- 
ко не претендует на достоверное описание изучаемых явлении. Это 
связано в первую очередь с тем, что разрабатываемая здесь теория 
базируется на малых возмущениях и в основу главных. соотношений 
положены идеи, хорошо отвечающие явлениям в средней части кавер- 
ны. И тем не менее сравнение полученных результатов с эксперимен- 
тальными данными показывает, что качественный характер дефор- 
маций формы каверны изложенные здесь методы улавливают верно. 


ГЛАВА 7 


ВРАЩЕНИЕ ЖИДКОСТИ 
И ПРОФИЛЬ ЕЕ СВОБОДНОЙ ПОВЕРХНОСТИ 
В ВИХРЕВЫХ ВОРОНКАХ 





Теоретическое описание движения жидкости при наличии вихре- 
вой воронки неразрывно связано с достижениями в области описания 
вращательного движения жидкости вообще. Однако наличие различ- 
ного рода особенностей (свободная поверхность, разнообразие гранич- 
ных условий и т. д.) привело к тому, что математическое описание 
вихревой воронки развивалось’ довольно медленно и в настоящее 
время воронкообразование является одним.из наименее изученных 
видов закрученных течений. 

`° Развитие такого теоретического описания началось с представ- 
ления о воронке как о вихрестоке идеальной жидкости, который 


описывается комплексным потенциалом [84]. Однако такая модель 
} лечения, хотя и позволяет 


$ глубины, что противоречит наблюдениям. . ... Ск й 
А. Гибсон предполагает [35], что имеют место три разновидности 
профиля воздушного ядра, соответствующего трем видам вращатель- 
ного движения жидкости со свободной поверхностью, которые он 
%- называет ‘соответственно «свободным вихрем», «вынужденным вих- 
рем» и «сложным вихрем». « ‹денный_Вихрья- можно” наблюдать 
при вращении. цилиндрического сосуда с жидкостью с постоянной уг- 
ловой скоростью @. Считая, что тангенциальная компонента скорос- 
ти равна Из = ®г, можно из уравнения Бернулли найти профиль 
воронки, который получается параболическим. «Свободный вихрь» 
‚характеризуется тем, что скорость вращения жидкости убывает 


| Г 
ие обратно пропорционально радиусу: Из = и 


\ 
| Профиль воронки в этом случае. является гиперболическим, а глу- 
‚ » бина воздушной воронки — бесконечной. Поскольку на практике глу- 
‚7 .. и 
< бина воронки“Может иметь конечную величину, то А. Гибсон в этом 
„ СлУчае предлагает считать, что у оси вращения в реальных усло- 
\ виях существует «вынужденный вихрь», а на некотором расстоянии 
от оси — «свободный вихрь». Такое движение жидкости он называет 
лсложным вихрем». Аналогичный результат был получен и другими 


авторами 175, 119]. Такие схемы имеют существенный недостаток: 
они не учитывают влияние вязкости на течёние п Н 
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зи рассчитать все компоненты скорости т6- ^ 
чения, ‘приводит к воздушному ядру вихревой воронки бесконечной. . 


\2 


Другую, более сложную, схему описания вихревой воронки с | 
позиций движения идеальной жидкости предложил О. Ф. Васильев 
[29]. Здесь главной гипотезой является предположение © том, что части: ! 
цы жидкости в вихревой воронке вовлекаются в винтовое движение 


> > 
(го И =х 0). Рассматривая однородное винтовое движение жид- 
кости из бесконечности к бесконечно малому отверстию, О. Ф. Ва- 
сильев нашел распределения трех компонент скорости как по радну- 
су, так и по глубине жидкости. В результате получилось, что тан- 
генциальная скорость увеличивается ко дну, а радиальная — к сво- 
бодной поверхности жидкости, т. е. при вянтовом движении засасы- 
вается жидкость из верхних слоев. В работе [102] Н. А. Притвиц 
приводит пример расчета по этой схеме круглого циркуляционного от- 
стойника непрерывного действия. № 

Оригиральную-модель-течения-жидкости при наличии вихревой °’ 
воронки предложил А. Я: Милович [90]. Он считает, что истече- 
ние из отверстия всегда должно быть вращательным из-за того, что 
края донного отверстия генерируют вихревой соленоид; при этом 
в вытекающей струе жидкости “вблизи оси“обязательно должен быть 
вихревой шнур. 

Однако по мере накопления экспериментальных данных становн- 


= 


лось ясно, что теоретические модели, описывающие движение жил? \/ 
кости при воронкообразовании, необходимо строить. с учетом вяз 
№; коми. о г 

В. И. Поликовский и Р. Г. Перельман, рассматривая воронкооб- ю 

разование в жидкости с открытой поверхностью, предложили ОН я 


схему описания вихревой воронки с учетом вязкости и расхода. Ис- 
пользовав уравнение изменения момента количества движения и т 
вычислив момент вязкости сил трения, они нашли распределение 

вращательной компоненты скорости по радиусу, считая при этом `\ 


течение плоским. и 


В такой постановке задачи после интегрирования уравнения р 
ва ко и появляются неопределенные константы. Поэто- ©° 
му схема должна дополняться экспериментально найденным или полу 
ченным из какого-либо расчета профилем воронки, с помощью кото- 
рого можно найти неопределенные константы и рассчитать поле в 
щательной скорости. В работе [101] предлагается НЕ оф й 
мула для нахождения профиля свободной поверхности к ий 
му профилю воронки в случае идеальной жидкости и вращ; ; 
Ч 
числу Рейнольдса Ве =. 

Х. А. Эйнштейн и Х. Ли предложили [151] рассчитывать рестр < 
Е 
направлении. Всю область теч ее 

асти: расположенную над донным отверстие! р , 
ее ты над донным отверстием раны аня ны 
о 

: четом того, > | 
И по раднальному расходу жидкости было найдено рас 
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пределение радиальной скорости, которое затем подставлялось в урав- 
нение для вращательной компоненты скорости из системы уравнений 
Навье —Стокса для случая плоской задачи. Проведенный таким об- 
разом расчет показал, что распределение вращательной скорости по 
радиусу определяется величинсй радиального числа Рейнольдса. 
Главным, недостатком ‚предлагаемой модели течения жидкости в вих- 
‘ревой воронке является предположениео постоянстве высоты жид: 
кости, которое -реализуется в. редких случаях, не применяемых 
обычно на_практике. В частности, при`проникновении воздушного 
ядра”вихревой воронки в донное отверстие существует радиус, на 
котором высота жидкости равна нулю. Но, несмотря на то что мо- 
дель Х. А. Эйнштейна и Х. Ли имеет определенные недостатки, в на- 
стоящее время он наиболее близко описывает реальную физическую 
картину течения. ь 

Попытка включения профиля воздушного ядра в расчет поля 
скоростей была сделана В. В. Никулиным [94], который рассматри- 
вал бесконечную прямую вихревую нить в вязкой жидкости, упи- 
рающуюся в свободную поверхность. Предполагалось, что воздушное 
ядро имеет форму конуса с осью симметрии, совпадающей с осью 
нити. Силой тяжести пренебрегается. Показано, что в сферической 
системе координат может быть найдено решение определенного вида, 
которое, по сути, является лишь модификацией решения для плоского 
потенциального вращения. | . 

„Таким образом, анализ литературных данных’ показывает, что 
существующие теоретические модели движения. жидкости при нали- 
чии вихревой воронки обладают рядом недостатков и часто не со- 
ответствуют реальной картине течения или отдельным ее аспектам. 
В части теоретических построений предполагается постоянство вы- 
соты жидкости, хотя понижение уровня свободной поверхности силь- 
но влияет на течение жидкости. приводит к значительным по- 
грешностям при вычислении величины вращательной скорости, осо- 
бенно для приосевой области. В то же время потребности практики 
все чаще требуют создания более точных методов расчета поля ско- 
ростей жидкости в вихревой воронке, а также формы ее свободной 
поверхности. 






$ 1. РАСЧЕТ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЦИРКУЛЯЦИИ 
ВРАЩАТЕЛЬНОЙ СКОРОСТИ ПО РАДИУСУ 


Исследуем истечение закрученного потока жидкости через цент- 
рально расположенное круглое отверстие в плоском дне (рис. 7.1). 
Полученные экспериментальные данные П, 144, 150] свидетельству- 
ют о том, что тангенциальная компонента скорости жидкости в вих- 
ревой воронке не изменяется по глубине жидкости, за исключением 
придонного пограничного слоя. Поэтому предположим; `что-—враша- 
тельная` компонента скорости“зависит ТОЛЬКО от ‘расстояния до оси 
вращения. Считаем также, что’течение является осесимметричным, 


т. е. бр 0 в уравнениях движения. 
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Рассмотрим уравнение для тан- 
генциальной компоненты скорости 
из системы уравнений Навье — 
Стокса, записанных в цилиндриче- 
ской системе координат, с учетом 
указанных выше предположений: 











40. ии ау 
= 5( а + 
1 4% Ф 
ЕР ат] (7.1) Рис. 7.1. Схема течения. 


Оо г \2 
Переходя к безразмерным величинам П = —^— их=|(-—], где и— 
ре Го го 


радиус донного отверстия, Г, — величина циркуляции на бесконеч- 
ности, из уравнения (7.1) получаем следующее уравнение! 


2% 421 ап 
бл аа — а 0, 9 








Уравнение (7.2) умножим на 2 и проинтегрируем по 2 от 6 до 
1(1 — текущая высота жидкости в резервуаре, 6 — толщина придон- 
ного пограничного слоя, в котором вращение жидкости зависит. от 
расстояния до дна): 





аи 
1 ра. 1 
2х | 2%% —п 2 = | пе. аг = 0. 
- 6 ах. 8 


Величина @ представляет собой ионы расход жидкости, 
ей вне придонного пограничного слоя. 
м оды рысмнтраннь свободное истечение жидкости через отверстие 
в дне, то величина (© для неразвитой воронки в области х > 1 при- 
близительно равна общему расходу через систему и может быть вычис- 
лена по формуле © = или У 2=Н, где р=0,63. Однако на практике, 
как правило, расход через гидравлическую систему, а 
(или имеющую) воронку, определяется технологическими тре ый 
ниями. Поэтому в общем случае величина О является одним из нез 
висимых параметров течения при наличии вихревой воронки. а 
После интегрирования и деления обеих частей уравнения на 
чину высоты жидкости на бесконечности Н получим 





а2П п 

21 0: 3 
Чл пон Нан. 9 

= —х 


- ь левой части урав- 
Поскольку обычно -- № 7, то вторым членом в ур. 


нения (7.3) можно пренебречь. 
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Таким образом, получим искомое уравнение для нахождения цир- 
куляции скорости в следующем виде: 
@И ап 
я — Ке9-х =0, (7.4) 


тде в = -1- — безразмерная текущая высота жидкости; ч=&- 
безразмерный радиальный расход вне пограничного слоя. Величина 


Ве = ая (где 0, — радиальный расход жидкости вне пограничного 


<лоя в области вне донного отверстия) представляет собой выражение 
для так называемого радиального числа Рейнольдса и является вели- 
чиной. отрицательной, так как имеет место сток’жидкости. Уравнение 
47.4) в дальнейшем будем называть основным урёвнением вихревой 
воронки. 

Для того чтобы проинтегрировать уравнение (7.4); необходимо 
знать вид функций 4 = (х) ий = (х). Для нахождения вида функ- 
ции # расширим понятие «сложного вихря» А. Гибсона [35], по кото- 
фому высота жидкости вблизи оси вращения‘ прямо пропорциональна 
квадрату радиуса, а на некотором удалении от оси вращения — об- 
ратно пропорциональна квадрату радиуса. Такая ‘зависимость '‘про- 
Филя воздушного ядра вихревой воронки получена для идеальной 
жидкости. В реальной жидкости показатель степени, в ‘которую воз- 
водится радиус, не равен двум и зависит от. различных факторов, ‘в 
частности от вязкости жидкости. Следовательно, функцию й мож- 
но записать следующим образом: 


В=1—-щ, Яд (0<п<1, 
Вы ы, (® = *<х, 


па. . 
тде х! = У" - точка перехода ‘функции й из’ гиперболического 
вида в параболический; а, 6 — некоторые постоянные. 

При выборе вида функции 9 = 9 (х) можно руководствоваться 
следующими соображениями. Расход жидкости в радиальном направ- 
‹лении на данном радиусе резервуара зависит от высоты. жидкости 
на этом радиусе и ее осевого стока. В модели течения, предложенной 
Х. А. Эйнштейном и Х.Ли{[151], предполагается, что понижение уров- 
ня жидкости вблизи оси вращения незначительно, осевая компонента 
скорости жидкости в области над донным отверстием постоянна 
на всех радиусах и, следовательно, функция 4 имеет вид 4 == х. Это 
не соответствует реальной физической картине течения, согласно 
которон осевая скорость увеличивается с уменьшением радиуса, 
а свободная поверхность жидкости, как правило, сильно искривле- 
на. Поэтому реальное д меньше, чем в модели Эйнштейна и Х. Ли, 
т. е. 9 < х. Кроме того, радиальный расход жидкости зависит и от 


понижения уровня свободной поверхности, который харак: 
теризует- 
ся величиной а (рис. 7.1). : ь ы 
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Таким образом, с учетом изложенного функция д (х) может быть 
аппроксимирована функциями следующего вида: 


ж—а 
ое иищиты). 9» 





9= ЖЗ Ь 


(а) 
9=1, х>1. 


Определенный интерес представляет установление граничных усло- 
вий рассматриваемой задачи. Если первое граничное условие 
очевидно — на оси вращения циркуляция тангенциальной компонен- 
ты скорости жидкости равна нулю, то установление второго гранич- 
ного условия связано с определенными трудностями. Знание того, что 
тангенциальная компонента скорости Их стремится к нулю с беско- 
нечным увеличением радиуса г, ничего не может дать в определении 
граничных условий для П. Возможны следующие варианты: 


х— <, П-0, 
х>0, П-Ь 
х=х, П=Ц,,. 


Для того, чтобы выбрать граничное условие, соответствующее 
задаче, обратимся к литературе. Большинство исследователей (1, 
35, 86, 150], основываясь на опытах по изучению вращательного 
движения жидкости со свободной поверхностью, считают, что с уве- 
личением радиуса величина циркуляции стремится к некоторой по:- 
тоянной величине Го. При этом, как правило, исследовалось вы- 
нужденное воронкообразование. С другой стороны, некоторые уче- 
ные [121, 145] получили данные, из которых следует, что с увеличе- 
нием расстояния от оси вращения циркуляция сначала. растет,.-а .. 

ем_уменьшается до нуля. Е КИЙ Е 

Такой результат; возможно;“объясняется тем, что при небольшо 
интенсивности крутки потока уменьшение циркуляции явилось след- 
ствием влияния боковой стенки. Поэтому в дальнейшем в качестве 
второго граничного условия будем считать условие х —> со, п 

Проинтегрируем уравнение (7.4), последовательно переходя га 
первой зоны к третьей согласно виду функции 4 (9), ва этом дл 
удобства вычислений ы: Е т а _ =т= 1. 

: 0х ‚В=А ‚ 94 = 4х. 
ры основного уравнения в этой зоне является функция 
Кеу 1 


1: = с. (® + в)" + 6. 
Подставляя полученное решение в граничное условие 
П,=0, х=0, 
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находим из него константу интегрирования 21: 


Ве 
ен 
са = — си а 
что позволяет записать выражения для циркуляции и ее производ- 
ной по х у 
Ве Ве? 
и РН 
Ь : 
ПП, = са № + 5%) — №? Ъ 
в — 
Ш = с: (Вез-- № -8) °. 
ма 


Зона 9: 5х1 й=1-—- =, 
Ра х1—1 (1 — а) 
Решением основного уравнения в этой. зоне является функция 


п, = сах [ео ы 4 бл. 


Для нахождения неизвестных констант интегрирования подставим 


полученное выражение в следующие граничные условия: 
х=х, Ш№Ш=Ц, 
х=х, П.=П, : 


из которых находим, что 


* Веу . 
с. ВЕ) ? а—4) 
11 ’ 


Кеехр ия ж} 
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Ве _Веу 
сш — с [№ + 65) Е. 





Веу 
— ео +) По] А 
‚и соответственно 
| „Вет 
Пс, 7 + в) 8 (1—а) 


= Ке 
Е, ] 


ыы [ет д + свА, 


Кез 
й К (Е 5” 
= си ВЕТ ыы | ЕЕ ;}. 
вр ра я} а 


Зона 3: х> 1, в=1—-, = 1. 
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Решением основного уравнения в этой зоне является функция 
«— а 
Верт К 2. 


Неизвестные постоянные интегрирования находим из граничных усло- 
вий, аналогичных условиям для зоны 2 


Пз = сз 


х=1, П=ПЬ, 
#=1, Ш=0, 
из которых получаем 
вех 
Верный? ео [ет аж] 
С т ео саВ, 
1—2) Ве 5 47 Е 
— е 
св с 9-е к) ори) + 
и— ден | 
А-В ет = с 1Ё. 


С учетом этого зависимость циркуляции тангенциальной скорости 
от радиуса в зоне 3 имеет следующий вид: 


(&— ак 
П.= сиВ Е ++ сиБ. 
Для Пз имеется еще одно граничное условие 


хо, П-|, 
из которого находим 


1 
11 =. 


Таким образом, получено распределение циркуляции по раднусу 


1 Е ой 
П==%+8) тб $, 0555, 





1 Ве ое аа) В (;— А. 
ПВО 9 р, (х х)} + 5 


ж<х<1, (7.5) 


Ве+1 
В (х— а) 1 1 
== х>1. 
ПЕ +}, > 
с результа- 
Поскольку в данной работе производится сравнение 

тами, полученными Х. А. Эйнштейном и Х. Ли, то определенный ин- 
терес представляет нахождение решения для случая, когда а = 0, 
но с вычислением неизвестных констант интегрирования по изложен- 
ной выше методике, так как в модели Эйнштейна и Ли в качестве 
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граничного условия предполагалось, что величина циркуляции из- 
вестна на некотором радиусе. . 

Найдем распределение циркуляцин тангенциальной скорости для 
случая, когда а = 0. 

‚Зона 1: Ох 9=хй=1. : 
Решением уравнения (7.4) в этой зоне является функция 


П; = снехр (Вел) - сь. 


Для нахождения константы интегрирования с:. подставим получен- 
ное выражение в следующее граничное условие: 


х=0, П,=0, 


откуда находим с» = -——с11, т. е. выражение для П; и ее производ- 
ной ЦП, можно записать как | : 


П, = с. [ехр {Вех} — 1, 
, П; = си Веехр (Ве я). 


Зона 2: х> 1, 9 = й=1. 
Решением уравнения (6.4) в этой зоне является функция 


= сохвем с. 


Константы интегрирования вычисляем из условий п. =П,, = 
при х = 1: р 


61. = Си ет ехр (Ее), 





сы с [9 1. 


Поэтому выражение для циркуляции имеет вид 


ты [О 


Для нахождения са воспользуемся граничным условием х оо, 
П, 1, откуда получим | 
=. Вет 
би = 


ехр (Ве) — Ке— {1 * 


Таким образом, общим решением основного уравнения для случая 
а = 0 является функция 


а Ве--1 

— ор во— в — г (ХР (Ве) —1,  0<х<1, @5) 
—__ Кеежр {Ве} 

и ехр (Ве) —Ве—1 же. |, х>1. 


Зависимости циркуляции и танген й х 
циальной скорости от радиуса, 
построенные по формулам (7.5) и (7.6) для различных значений ве- 
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ог 
0} 10 15 х 
Рис. 7.2. Зависимость циркуляции вращательной скорости П от раднуса х, по- 
зав по формулам, (7.5) и (7.6) при Ве=-—2; пэзтеы}, 0.2 
—.—.— — Ве=- 3, а=0,1). 


личин аи Ке, изображены на рис. 7.2 и 7.3. Они показывают, что 
с увеличением а наблюдаемое уменьшение циркуляции по мере при- 
ближения к оси вращения замедляется, а тангенциальная скорость. 
увеличивается, при этом чем больше | Ке|, тем меньше область рез- 
кого уменьшения величины циркуляции. С увеличением | Ке| и 
а максимум вращательной скорости сдвигается к оси вращения, при- 
чем для всех значений | Ке| и а величина вращательной скорости 


Г. 
меньше, чем вычисленная по формуле Ц = -^-, что подтверждается 


экспериментально [1, 121, 144]. 

Полученные в результате расчета данные позволяют уточнить 
физическую картину движения жидкости, соответствующую модели 
Х. А. Эйнштейна и Х. Ли. По этой модели вращательное движение 
жидкости поддерживается радиальным течением. Уменьшение цирку- 
ляции с уменьшением раднуса вызвано сначала влиянием вязкости (в 
области х> 1), а затем стоком жидкости в осевом направлении. 


1 . 
Радиальная скорость в этом случае может быть оценена как Зл,Г } 


это означает, что радиальная скорость изменяется по радиусу так же, 
как и расход в радиальном направлении, вследствие принятого в 
модели постоянства [. В реальных же условиях из-за того, что [ яв- 
ляется функцией радиуса, радиальная скорость (а значит, и враща- 
тельные скорости) зависит уже не только от радиального расхода: 
но и от величины [, т. е. от профиля воздушного ядра вихревой во- 
ронки. 

Результаты проведенного расчета показывают, что влияние по- 
нижения уровня свободной поверхности заключается в том, что оно 
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Чт . 
Рис. 7. 3. Зависимость вращательной скорости жидкости — в вихревой 
ы Г 


воронке от радиуса — при Ве=-—2, №=0,2 (——-— — модель А. Гибсона 
о 


[35], —.—-— «.-аппроксимационная зависимость . М. Ш: Марголина {1}, 
—_..—.. ще — модель Х, А. Эйнштейна и Х. Ли [151]). 


компенсирует потери момента количества движения, вызванные вяз- 
костной диссипацией энергии и осевым стоком жидкости. При этом 
наличие воздушного ядра вихревой воронки в реальном течении при- 
водит к тому, что величины вращательных скоростей, рассчитанные 
с учетом понижения уровня свободной поверхности, могут быть зна- 
чительно больше, чем рассчитанные по модели Х. А. Эйнштейна и 
Х. Ли (см. рис. 7.3). 

Известно, что при каждом динамическом вращении жидкости об- 
разуется область так называемой вихревой нити [90], в которой жид- 
кость вращается с некоторой постоянной угловой скоростью. Полу- 
ченная в результате расчета зависимость тангенциальной компонен- 
ты скорости от радиуса показывает, что действительно вблизи оси 
вращения эта зависимость до. определенного радиуса может рассмат- 
риваться приблизительно как линейная, т. е. угловая скорость вра- 
щения жидкости в этой области постоянна. Таким образом, с помо- 
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щью предлагаемого способа расчета тангенциальных скоростей мож- 
но найти как радиус вихревой нити, так и величину угловой ско- 
рости жидкости в приосевой области, 

При расчете было принято, что при х > ® П—1|, т. е. цирку- 
ляция вращательной скорости стремится к некоторой постоянной 
величине. Некоторые эксперименты подтверждают это. Однако в 
общем случае, как уже отмечалось в замечании о граничных усло- 
виях, дело обстоит не так просто. Граничные условия помимо про- 
чего включают еще и геометрию течения. Поэтому для цилиндрн- 
ческого резервуара диаметром О условие х -> со терязт как формаль- 
ный, так и физический смысл, поскольку оно невыполнимо. 

Следовательно, условие х -> оо, П -> оо можно ставить лишь в 
задачах о закрученном течении со свободной поверхностью для без- 


граничного течения, т. е. когда О-+» со (или =. > 1], или в задаче 
о 

о естественном воронкообразовании. Возможно, существует такое Д., 

что условие х-— со, П-—>1 становится выполнимым для всех 0>О.. 
Для цилиндрического резервуара с искусственной воронкой ха- 

рактерной циркуляцией, по-видимому, является входная циркуляция 

49Кх 
2 

пах 





Гьх = ИвхКах == 





Ис 
значит, в уравнениях движения П = Г и . При такой замене гра- 
вх ‘вх 


ничное условие х— о, П->1| земеняется другим: х = Хьх, |Хьх = 
в, \2 
= (^=) |, П=е, где ге — коэффициент сохранения скорости, кото- 
© 


рый может быть рассчитан по теоретической формуле [33] или по эм: 
пирическим зависимостям [5, 105}. 
Распределение циркуляции вращательной скорости изменится 
следующим образом: 
Кеу Веу. 
ен м-н 
П=си + ° №’ Ь 0х5», 
ве 
Г [= 
Пп= си (Веу-- 5) (в ов ( а) х 


же [ес ("2 +04) ячячЬ 








(хан Е] 
П- сн ЕТ + Е], х>ь 


Константа интегрирования са, найденная из Условия Хх == Хьх, П = 
== &, имеет вид 
` в (Ве 


о зи 
паи АН + Ее +1) 
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Важнейшим результатом проделанных вычислений является то, что 
аналитически можно получать зависимости поля вращательных ско- 
ростей жидкости в вихревой воронке от конструкции как закручиваю- 
щего аппарата, так и всей системы в целом. 

В расчете циркуляции скорости было использовано уравнение 
для тангенциальной компоненты скорости из системы уравнений 
Навье —Стокса, которые применимы в случае ламинарного режима 
течения жидкости. Как известно из практики, ламинарные течения 
встречаются довольно редко и для их реализации требуются опре- 
деленные условия. Для случая искусственного воронкообразования 
в цилиндрическом резервуаре при тангенциальной подаче жидкости 
имеется несколько факторов, способствующих тому, что течение 
жидкости в вихревой воронке осуществляется в турбулентном ре- 
жиме. К. ним относятся наличие струи жидкости из входнс го патруб- 


ка, на которую набегает закрученный поток, а также всгнутая по- 


верхность стенки цилиндрического резервуара. 


Х. А. Эйнштейн и Х. Ли 151] показали, что в ` предположении о’ 


независимости вращения жидкости по глубине вихревой воронки 
второе уравнение из системы уравнений Рейнольдса для турбулент- 
ных течений имеет следующий вид: Г 


а ии а20, 
т | 9% 9 
и +-, у|[ а? т та г 





По аналогии с ламинарным течением 


И = мг. д (®) 

и.) 

и это приводит к тому, что уравнение (7.7 а) становится таким же, 
как и основное уравнение (7.4) предлагаемого расчета в случае, ког- 
да у: постоянна. При этом в полученных формулах вместо кинемати- 
ческой вязкости жидкости * нужно использовать величину эффектив- 
ной вязкости % = +, [33]. 


$ 2. ПРОФИЛЬ СВОБОДНОЙ ПОВЕРХНОСТИ ЖИДКОСТИ 
ПРИ НАЛИЧИИ ВИХРЕВОЙ ВОРОНКИ 


Приведем уравнение для радиальной компоненты скорости из 
системы уравнений Навье — Стокса для стационарного осесиммет- 
ричного течения к безразмерному виду, делая следующие замены: 


0. =—9 пь 
ы 22 Изв №5Н ' Ух п’ 


После несложных преобразсваний получим 
4 коп а мы 
Ко) 3 (1) ша) -ч (#7) = (5). @2 
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Оо = 





а, 4 
где Ко ЗЕ — Число Колфа [170]; Ег = тыл — число Фруда 


9. 
и Ке = зд.н — радиальное число Рейнольдса. 


Интегрируя полученное выражение с учетом того, что при х — © 
в —1, имеем 


ок к ЕЕ. 09 


Выражение (7.8) показывает, что профиль свободной поверхности 
жидкости в вихревой воронке определяется главным образом враща- 
тельным движением жидкости, поскольку два последних члена в вы- 

г, \2 
ражении (7.8) имеют порядок (#) <! (Е - =) . Кроме того, вы- 


° 

ражение (7.8) позволяет установить, каким образом расход влияет 
на профиль свободной поверхности. Как известно [101], форма 
воздушного ядра вихревой воронки зависит не только от янтенсив- 
ности вращения, но и от расхода. В выражении (7.8) члены, явно 
содержащие расход, малы. Поэтому влияние расхода на профиль сво- 
бодной поверхности в основном косвенное, через радиальное число 
Рейнольдса, которое определяет распределение вращательных скорос- 
тей жидкости в вихревой воронке, формирующих, в свою очередь, 
профиль свободной поверхности. 

Уравнение (7.8) составляет с основным уравнением вихревой 
воронки (7.4) систему уравнений. Поэтому из (7.4) можно найти 


Чи подставить в выражение (7.8) 


Н 
вт ко (рану 5). 
ь (7.9) 


Таким образом, зная распределение циркуляции вращательной 
скорости П (х) по радиусу х вихревой воронки, можно с помощью 
выражения (7.9) рассчитать профиль свободной поверхности жнд- 
кости в вихревой воронке. 

В качестве искомого распределения циркуляции можно взять 
решение основного уравнения (7.4), которое, правда, содержит неёиз- 
вестную величину № в аппроксимации профиля воздушного ядра 
вихревой воронки. 

пены известным способом расчета величины Ло в нас- 
тоящее время является способ с использованием модели А. Гибсона 
[35] и предположения, что радиус вихревой нити равен радиусу дон- 


ного отверстия. Однако расчет по этому способу приводит к значитель- 


ным погрешностям вследствие того, что В нем не учитывается влия- 


ние расхода, вязкости и кривизны свободной поверхности на распре- 
деление вращательной скорости. К тому же радиус вихревой нити 
в реальном течении намного меньше радиуса донного отверстия. 
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Рис. 7.4. Профиль свободной поверхности жидкости в вихревой воронке при раз- 
личных Ве: 
1— Ве=—5; 2 — Ке=-4; 3 — Ке=—5; 4 — Ве=-7; а-=0,0566. 


Рис. 7.5. Сравнение расчетного профиля свободной поверхности вихревой ворон- 
ки в вязкой жидкости (сплошная линия) с профилем в идеальной жидкости: 
1— Ве=ж—3; 2— Ве=-7. } 


Поэтому был разработан более точный способ нахождения величины 
фо с использованием метода последовательных приближений. 

По начальному приближению йо! с помощью формул (7.5) вычис- 
ляем начальное значение По. Затем, подставляя Пи в уравнение 
(7.3), находим значение й в точке х = 0, т. е. второе приближение 
воз. Процесс продолжается до тех пор, пока | й„— 1 | <, где 
=, — некоторое заданное малое число (в приведенных расчетах г, = 
= 10—). Как показали вычисления, этот процесс быстро сходится 
и не зависит от начального приближения #1. 

Таким образом, расчет профиля свободной поверхности жидко- 

сти в вихревой воронке производится следующим образом. Сначала 
с помощью метода последовательных приближений находим относи- 
тельное понижение жидкости на оси вращения о. Затем, зная йь, 
по формулам (7.5) определяем распределение циркуляции вращатель- 
ной скорости по радиусу вихревой воронки П (х), которое, будучи 
подставленным в уравнение (7.9), дает возможность установить про- 
филь свободной поверхности жидкости. 
. Разработанный способ расчета позволил получить интересные 
результаты. Было установлено, что профиль свободной поверхности 
сильно зависит от радиального числа Рейнольдса (рис. 7.4). Чем 
больше | Ве|, тем сильнее понижение уровня свободной жидкости 
вблизи оси вращения. Из этого, в частности, следует, что кривизна 
свободной поверхности для случая ламинарного режима течения 
жидкости в вихревой воронке должна быть значительно больше, 
чем для турбулентного. 

Сравнение расчетных профилей свободной поверхности вихре- 
вой воронки в вязкой жидкости с профилем в идеальной (при тех 
же значениях а и йо) приведено на рис. 7.5. Из рисунка видно, что 
расчетные точки располагаются выше кривой, полученной для иде- 
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альной жидкости. Это кач 
данными работы [161]. 


Такое расположение расчетных точек объясняется тем, что ве- 
личина вращательной скорости жидкости вблизи оси вращения в ре- 
альной жидкости меньще, чем в идеальной, из-за влияния вязкости. 
Из результатов расчета также следует, что точка перехода гипер- 
болического вида профиля воздушного ядра воронки в гиперболиче- 
ский для вязкой „жидкости располагается ближе к оси вращения, 
чем для идеальной. 

При изучении движения жидкости в вихревых воронках особый 
интерес представляет определение момента проникновения воздуш- 
ного ядра вихревой воронки в донное отверстие, т. е. установление 
условий, при которых йь = 0. 

Рассмотрим вихревую воронку в идеальной жидкости с соответ- 
ствующим распределением вращательной скорости 


ественно совпадает с экспериментальными 


Г. 

=-, >, 
Г. 

=, ’5лм. 
1 


Профиль свободной поверхности жидкости находим интегриро- 
ванием уравнения 


ви №. 
т 


что приводит к следующим формулам: 
| г 
И=еН—чя, Г, 


г? 
= 6+", гг. 


Величину № можно найти из условия равенства &{ в точке г = /; 
г 
вв =ЕН—-—, 


п 


или, что то же самое, в безразмерном виде 





2 га Й 2 
Е СВОЕ (#} 1-2 (%). 
В ПЕН пен \" ` 

Рассмотрим теперь, как влияет расход на проникновение 803- 
душного ядра вихревой воронки в донное отверстие в идеальной 
жидкости. ь 

Примем следующее распределение скоростей: 

9 


= №, г>иь ин. ГР" 
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г 
По= Аг, гг И, = о -—го 
Ф в . 5 7+ г 2леН 
Уравнение движения с учетом этого 
2 
а 4 (1) 
тг 4 2 





2 


Найдем профиль свободной поверхности в приосевой области. 
Для этого необходимо проинтегрировать уравнение движения после- 
довательно в трех зонах: г 

Пиз, (0, > Н) 


еи-ен— (1 — =) 


2) иги (==, 
2 





Го. 02а 
8 — ЕН — эл ива 
3) 05 гм 
Вы 
2: = 25 2 Заз На $ 


Из условия & = при г==и: находим, что 


г 
а = &Н —-—-. 
Е 
Получили, что в случае идеальной жидкости величина расхода 
не влияет на момент проникновения воздушного ‘ядра вихревой во- 
ронки в донное отверстие, а высота жидкости на оси вращения опре- 
деляется исключительно интенсивностью ее вращения. 
В момент, когда воздушное ядро вихревой воронки достигает 
донного отверстия, № = 0. Отсюда можно найти критическое число 
Колфа | - 


2 
Ко, = Ан. 


В модели А. Гибсона г, = го, следовательно, воздушное ядро ворон- 
ки проникает в донное отверстие при 


_ Ко, == 0,71. 


Экспериментальное же значение критического числа Колфа для вих- 
ревой воронки, полученное в экспериментах Стивенса и Колфа [161], 
равно Ко, == 0,25, что значительно меньше вычисленного для модели 
А. Гибсона. Такое расхождение вызвано в первую очередь тем, что 
всреальной вихревой воронке радиус вихревой нити значительно 
меныпе радиуса донного отверстия, что подтверждают и данные 
теоретического расчета, приведенного в $ 1.. 
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Распределение вращательной скорости, приведенное на рис. 7.3, 
позволяет приблизительно определить размеры вихревой нити 


Е =0,25 для случая: Ве = —2, а= 0,15. Следовательно, критичес- 


кое число Колфа для такой воронки Ко, = о 0,25 == 0,18, что зна- 


чительно ближе к значению экспериментального Ко.. 

В реальной жидкости момент проникновения воздушного ядра 
вихревой воронки в донное отверстие будет зависеть не только от 
числа Колфа, но и от других параметров, входящих в уравнение 
(7.7). Предложенный выше итерационный метод расчета профиля 
<вободной поверхности позволяет также рассчитать величину #Но, 
а значит, дает возможность теоретически определять условия, ког- 
да йо = 0. Согласно проведенным расчетам проникновение воздуш- 
ного ядра воронки зависит от чисел Ве и а, причем с ростом величин 
| Ве] и Ко с некоторого момента происходит резкое понижение вы- 
соты жидкости на оси вращения (рис. 7.6, а, 6). 

Анализ уравнения (7.8) показывает, что должна существовать 
критериальная зависимость, например вида 


Ве =} (К. Ег (+) р 











К 
о 1 


В И ПЖ | 





Рис. 7.6. Зависимость высоты 
жидкости на осн вращения от 
'раднального числа Рейнольдса 
(а): 1—2=0,05; 2—а=0,1; 
от числа Колфа (6): 1 — иде- 
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которая показывает связь между безразмерными параметрами в мо- 
мент проникновения воздушного ядра воронки в донное отверстие. 

Рассмотренный метод расчета позволяет установить такую за- 
висимость. Она приведена на рис. 7.6, в и дает возможность теорети- 
чески определять область течений жидкости с неразвитой вихревой 
воронкой. 

Помимо данных работы [161] условия проникновения воздуш- 
ного ядра воронки получали экспериментальным путем и другие 
исследователи. Т. М. Василишин [28} в результате опытов на спи- 
ральной камере установил, что воронка проникает в донное отвер- 





4 9 
стие при выполнении условия с = 500 (.- 5) ‚ что эквива- 
ср 770 


лентно в принятых в настоящей главе обозначениях следующему: 
16 В Н Н 


РЕ 500. В работе [98] исходя из общей концепции об опре- 


ы Оог 
деляющем влиянии вращательного числа Рейнольдса Кез = —- при 


воронкообразовании условием замыкания воронки в цилиндрическом 
резервуаре предложено считать Ве = 3000 -=- 3500.`Даггет и Келегэн 
[156] приводят графики для определения момента проникновения, в 
которых связывается высота жидкости в. камере и число Колфа для 
различных чисел Рейнольдса Ке = 2. 

Несмотря на довольно большое. число работ по этому вопросу, 
полученные результаты характеризуют явление в каждом случае 
лишь с какой-то одной стороны. В предлагаемых зависимостях 
главную роль играют либо вязкие эффекты, либо интенсивность 
крутки, либо весомость жидкости, в то время как на самом деле все 
эти факторы воздействуют на’ течение одновременно. Кроме того, 
полученные зависимости затруднительно использовать на практике. 
Так, формула Т. М. Василишина ‘справедлива только для спираль- 
ных камер, а на практике чаще используются цилиндрические. Ус- 
ловия других исследователей содержат, как правило, величины, ко- 
торые можно найти только с помощью эксперимента. Например, 
возникает вопрос о том, как определить величину Го, которая вхо- 
дит в число Колфа, по известным характеристикам закручивающе- 
го аппарата (при искусственном воронкообразовании) или, что еще 
сложнее, для ‘случая естественного воронкообразования. В то же 
время очевидно, что при одних и тех же конструктивных парамет- 
рах и одной и той же жидкости условия проникновения воздушного 
ядра вихревой воронки в донное отверстие будут одинаковыми. По- 
этому представляет интерес получение такой эмпирической зави- 
симости, в которую входят только заранее определяемые параметры, 
такие, как конструктивные размеры и расход. 

Для этого была изготовлена установка, представляющая собой 
цилиндрический сосуд диаметром Р = 0,105 м с круглым отверсти- 
ем в дне, в: которой через цилиндрический патрубок 4ь = (1,0 -=— 
-- 2,68) -10-2 м тангенциально подавалась вода. Истечение жидкости 
из цилиндрического сосуда происходило в трубу диаметром 2 = 
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Рис. 7.7. Зависимость высоты жидкости Н,„/О в моменг проникновения воздуш- 
вы 

Ч, хр 
1— 1,35; 2— 1,72; 3 — 2,03; 4 — 2,36; 5 — 2.68 @ — эксперимент. 


ного ядра в донное отверстие от параметра (27%, см): 





= (1,35 -= 2,68).10-2м, на конце которой устанавливался вентиль, 
с помощью которого и вентиля на входе регулировалась величина 
расхода через систему. Расход воды измерялся расходомером ДР?20-1, 
подсоединенным к электронному счетчику импульсов. Зависимость 
высоты жидкости в момент проникновения воздушного ядра внхре 


г 
вой воронки в донное отверстие Н»„ от параметра а при различ- 
эх: 


ных диаметрах выпускного отверстия приведена на рис. 7. 7. 
Анализ полученных данных позволил установить, что при пос- 
тоянных диаметре выпускного отверстия и высоте жидкостн в со- 
суде проникновение воздушного ядра вихревой воронки зависит толь- 

9Кьх 0 ах Вх 

Ш в вв. Как следует из рисунка, эта 

ко от параметра ЕО 20% К ду 
зависимость носит степенной характер. При постоянном 1-Е вели- 


чина Н» зависит обратно пропорционально от площади выпускного 
отверстия. 





Экспериментальные данные аппроксимируются следующей зави- 
симостью: : д 
4 р 
го) ра = 20,4.10—° [5 ) (>). 7.10 
(ее о (>) (1.10) 


Впоследствии справедливость зависимости (7.10) была подтвержде- 
на при экспериментах еще на двух однотипных, но разного масш- 
таба, установках. Следует особо отметить, что формула (7.10) полу- 
чена для воды и моделей одинаковой гладкости (оргстекло). Пос- 
кольку наличие шероховатостей заметно влняет на степень закру- 
ченности потока, то для систем с отличной от имевшейся в опытах 
шероховатостью следует ожидать, что эмпирические коэффициенты 


в формуле (7.10) будут другими. 
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В результате опытов было также установлено, что для  опре- 
деления момента проникновения воздушного ядра воронки в донное 
отверстие в системе с несколькими входными патрубками можно 
использовать зависимость (7.10), полученную для системы с одним 
входным патрубком. Для этого необходимо вычислить по .суммар- 
ной площади входных патрубков $»х эквивалентный радиус входного 
патрубка г»х = И 5»„/л и подставить в формулу (7.10). 

Вернемся к уравнению (7.7), которое позволяет сделать неко- 
торые выводы в таком важном в практическом отношении вопросе, 
как моделирование движения жидкости в вихревой воронке. Доволь- 
‘но значительное число проведенных исследований посвящено выяв- 
лению критериев, от которых зависит коэффициент расхода, т. е. 
выяснению условий, при которых коэффициенты расхода натуры и мо- 
дели одинаковы. Но при одном и том же коэффициенте расхода рас- 
пределения скоростей могут быть различными. Новые же запросы 
практики требуют выяснения условий подобия всей гидродинамичес- 
кой картины течения. Например, при использовании вихревой воронки 
в суспензионном литье определяющую роль играет профиль свобод- 
ной поверхности жидкого металла, а это, ‘в свою очередь, требует 
выяснения условий, при которых профили воздушного ядра вихревой 
воронки в натуре и лабораторной модели будут подобны. 

Из уравнений движения жидкости в вихревой воронке (7.4) и 
(7.7) следует, что для подобия течения необходимо, чтобы величины 


т __© а 
чисел Ко = У ‚ Ве= ен Ег= т для модели были та- 


кими же, как и для натуры (у; — величина постоянной турбулентной 
вязкости [33]). г 


едовательно, если течение в натуре имеет параметры чи, О», 
Нь, Го, Ро» то при моделировании те же параметры в модели долж- 











з/2 3 
ны быть следующими: Гом = Ги.) уинелиы [29 ы Ни На- м, 
Тов Гон 7 
том \82 
® = 4 (=) . 
Он 


Легко показать, что при свободном истечении жидкости через от- 
верстие в дне последнее условие будет выполняться автоматически. 
Наиболее трудно выполнимо второе условие, так как не только не- 
известно, как получить на модели нужную турбулентную вязкость, 
но и вообще нет никаких данных о турбулентной структуре течения 
жидкости в вихревых воронках. 

Из уравнения (7.7) следует, 
ядра вихревой воронки 
добие всего течения. 


что подобие профилей воздушного 
определяется теми же критериями, что и по- 
в Поэтому можно рекомендовать следующий 
удобный для практики метод моделирования течения при наличии 


вихревой воронки. Зафиксировав в натуре профиль свободной поверх- 
ее Ш 
ности, уменьшаем (увеличиваем) его в маштабе = и затем на мо- 
` бы 
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Ны 


$ Г 
дели подбираем при -5“ = -^^ такой режим, чтобы профиль воздуш- 
н 0" 


ного ядра образующейся в модели вихревой воронки совпал с перест- 
роенным с натуры. 


$ $ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ 
ТЕЧЕНИЯ ЖИДКОСТИ В ВИХРЕВОЙ ЗОРОНКЕ. 
СРАВНЕНИЕ ТЕОРИИ И ЭКСПЕРИМЕНТА 


В опубликованных работах, посвященных экспериментальному 
изучению поля скоростей жидкости в вихревой воронке, в основном 
‘главное внимание уделяется исследованию распределения вращатель- 
ных скоростей по радиусу и глубине жидкости развитой вихревой 
воронки, так как образование вихревой воронки и ее основные свой- 
‘ства обусловлены именно вращением жидкости. 

Первые результаты по измерению поля вращательных скоростей 
получил А.Х.Халпахчян [121], который установил, что распределение 
Ч по радиусу. отличается от распределения в идеальной жидкости 


Ш=—, причем чем ближе к оси вращения рассматриваемая об- 

ласть, тем больше разница между вращательной скоростью, измерен- 
й =— 

ной экспериментально, и рассчитанной по формуле И» = >. 


Затем В. С. Фокеев [118], использовав шаровой зонд, провел 
измерения вращательных и радиальных скоростей в воронке, образо- 
вавшейся за щитом-завихрителем в гидравлическом лотке. Он пока- 
зал, что величина вращательной скорости увеличивается по мере 
приближения ко дну лотка, радиальная скорость при этом уменьша- 
ется, а вихревая воронка засасывает жидкость из слоев, располо- 
женных у свободной поверхности. Распределение ее ско- 
ростей по глубине жидкости при искусственном Ще 
также получили В. И. Поликовский и Р. Г. Перельман 1011, т 
менявшие в опытах стробоскопирование вертушки и трубки Пито 
специальной мы. 

мВ оптический метод определения ВИА ние 
ти в вихревой воронке предложили Седдон и Анвар . Пр м 
нение этого метода позволили Анвару [145] получить поле вращ : 
‚тельных скоростей и распределение радиальной скорости И 
ти по радиусу. Из его результатов следует, что тангенциалы ; 
понента скорости не изменяется по глубине жидкости. Е 

Даггет и Келегэн [150] измерили ан с р 
ных скоростей при вынужденном в ны 
микротурбины. По полученному распределен р) ра и ВНИЗ 
численно из уравнения неразрывности они на я 

й что тангенциальная скорость изменяется лн 
О приконой обла, в которой наблюдается рост раднальнон ско- 

е приближения ко дну. | 
нь же отметить метод визуализации р 
в вихревой воронке, предложенный С. М. Матинян * Е 
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чается в том, что в поток жидкости вводится миниатюрная электро- 
лампочка нейтральной плавучести на тонких гибких проводниках, 
движение которой затем регистрируется фото- и киноаппаратурой 
через стробоскоп. 

Если распределения вращательных скоростей, полученные опыт- 
ным путем разными исследователями, подобны между собой, то рас- 
‘пределения циркуляции вращательной скорости по радиусу, постро- 
енные по этим данным, имеют принциниальные различия. Так, по из- 
мерениям А. Х. Халпахчяна [121] и Анвара [145] циркуляция тан- 
генциальной скорости сначала растет, а затем уменьшается с увели- 
‚чением радиуса. По данным А. Д. Альтшуля и М. Ш. Марголина [1], 
Даггета и Келегэна [150], имеет место постоянство циркуляции по 
радиусу или начиная с некоторого радиуса. : | 

Анализ литературных источников показал, что помимо имеющих- 
ся противоречий и явной недостаточности данных по распределению 
вращательных скоростей существует значительное число различных 
аспектов явления воронкообразования, которые ‘еще. не исследова- 
ны. и 

Например, нет данных по распределению циркуляции тангенци- 
альной скорости в области, расположенной вблизи оси вращения жид- 
кости. В то же время такие данные необходимы при построении бо- 
лее точных теоретических моделей течения жидкости в вихревой во- 
ронке, так как именно в этой области обычно проводится их уточне- 
ние. : | : , 

Не изучено влияние различных факторов на. поле вращательных 
скоростей, таких, ‘как высота жидкости в резервуаре и геометрия 
течения. В имеющихся работах эксперименты проведены для случая 
закрученного истечения жидкости через малые отверстия -в дне 


р 
=. < 0,1, в то время как на практике используемое отношение мо- 
жет достигать величины 0,3 [61]. 


Определенный интерес представляет сравнение эксперименталь- 
ных данных для условий, принятых в теоретической модели Х. А. Эйн- 
штейна и Х. Ли, т.е. когда свободная поверхность жидкости плоская, 
с результатами, следующими: из этой модели. 

Отметим, что использовавшиеся в экспериментах устройства для 
измерения скорости жидкости обладают целым рядом недостатков. 
Так, вертушки, какова бы ни была их конструкция, имеют прежде 
всего весьма значительные размеры, т. е. плохое пространствен- 
ное разрешение. Угловая скорость вращения вертушки не равна угло- 
вой скорости потока в данной точке, так как поток воздействует 
не только на лопатки вертушки, но и на несущие плечи. Если вер- 


ды сделана без плеч, то она осредняет вращение жидкости по 
глубине. 


Применение различных зондов и мик 
щению потока, вследствие чего силь 
ния скорости, а применение оптических методов (например, мето- 
да светового ножа) затруднено наличием воздушного ядра вихре- 
вой воронки как оптической неоднородности. 
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ротурбин приводит к возму- 
но снижается точность измере- 








Рис. 7.8. Схема экспериментальной установки: 


— ‚ 2— делитель, 3 — фокусирующая линза, 4 — цилиндрический резервуар, 5 — пря- 
ый р, 6 — фотообъеклив. 7 — диафрагма, 8 — ФЭУ, 9— ВхОдНол, вентиль, 
10 — ресивер, #! — усилитель, 12 — анализатор спектра, 19 — нсточних питания, 14 — генера 
тор, 15 —- электронный частотомер, 16 — кородннатник, 17 — фотоаппарат. 


Поэтому для исследования поля скоростей жидкости в вихревой 
воронке был выбран метод лазерной анемометрии, который ее 
ет, не вступая в механический контакт с измеряемой средой, ы - 
шим пространственным разрешением (доли миллиметра) и ыше 
степенью точности (относительная погрешность измерений может 
быть доведена до 0,1 %) измерять скорость движения жидкой сре 
ды. При этом, исходя из условий задачи, была выбрана де 
циальная схема ЛДИС, которая обладает определенными достоинс 
вами: независимостью частоты допплеровского сигнала от направле- 
ния наблюдения и независимостью ширины спектра сигнала от апер- 

бирающей рассеянный свет линзы. 
Сама пеоныеатьакиой установки изображена на рис. 7.8. 
В качестве источника когерентного монохроматического излучения 
использовался Не — № лазер ЛГ-38 (^, = 0,63 мк) с м и 
СБП-16М, работающий в одномодовом режиме (мода а . ы — 
зерный луч расщеплялся делителем 2 на два пучка при а 
равной интенсивности, расположенных в горизонтальной п иж 
Полученные пучки фокусировались линзой 3, фокусное ра ое 
которой выбиралось в зависимости от величины измеряемо р 
т частицами свет собирался приемной и — 
стоявшей из фотообъектива 6 (Мир), гора ат вать 

и фотоэлектронного умнож! . : 
в ее и элементы были объединены в Ра а | т 
положенный под углом к плоскости хода лазерных пу 
ая тания фотоумножителя применялся стабилизированный вы- 
ны ИВН-1. Электрический сигнал с ФЭУ усиливался широко- 
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полосным усилителем УЗ-7А и подавался на анализатор спектра С4-12. 
Допплеровская частота рассеянного света определялась путем срав- 
нения полученного сигнала с эталонным (генератор Г3З-35) с по- 
мощью электронно-счетного частотомера. Наблюдение и контроль доп- 
плеровского сигнала производились визуально на экране осциллог- 
рафа С1-54. 

Гидравлическая часть экспериментальной установки представ- 
ляза собой цилиндрический резервуар 4 (О == 8.10-? м), в кото- 
рый тангенциально через кран 9 из ресивера 10, служащего для под- 
держания постоянства расхода, подавалась вода из отстойного ба- 
ка. Сток воды осуществлялся через центрально расположенное круг- 
лое отверстие в дне резервуара в трубу, на выходе которой был ус- 
тановлен выпускной вентиль. Регулировка расхода воды через систе- 
му и высоты жидкости в резервуаре 4 производилась с помощью 
крана 9 и выпускного вентиля. Для уменьшения влияния кривизны 
исследуемого объема на ход лазерных пучков цилиндрический резер- 
вуар 4 был помещен в прямоугольный сосуд 5, наполненный дистил- 
лнрованной водой. Конструкция установки позволяла менять диа- 
метры входного патрубка (4ьх = (1,0 = 2,0) 10-? м) и выпускного. 
отверстия (2% == (1,5 — 2,7) 10-2? м). Вся гидравлическая часть бы- 
ла смонтирована на координатнике, при помощи которого произво- 
дилось ее перемещение в трех направлениях относительно лазерных 
пучков с шагом 0,05.10-3 м. 

Проверка настройки и работы ЛДИС осуществлялась на затоп- 
ленной струе воды, вытекавшей из цилиндрической трубки в иссле- 
довавшийся резервуар. 

В опытах использовалась водопроводная вода, которая залива- 
лась в бак из нержавеющей стали и отстаивалась в течение несколь- 
ких дней для дегазации. 

Определение расхода воды через гидравлическую систему осу- 
ществлялась мерной емкостью, время наполнения которой замерялось 
секундомером. Относительная погрешность измерения расхода сос- 
тавляла менее 2 %. 

При каждом измерении эпюр компонент скорости движения воды 
профиль воздушного ядра вихревой воронки фиксировался фотоаппа- 
ратом «Киев-10». 

Различными наблюдениями установлено, что зачастую истечение 
закрученного потока жидкости через круглое отверстие в дне яв- 
ляется пульсирующим. А. Х. Халпахчян объяснял [120] это тем, что 
вблизи боковых стенок резервуара могут генерироваться крупномас- 
штабные вихри, которые затем, перемещаясь под действием радиаль- 
ного течения к выпускному отверстию, в момент попадания в выпуск- 
ное отверстие ослабляют интенсивность вихревой воронки. 

А. Я. Милович считал [90], что истечение закрученного потока 
через круглое отверстие в дне для случая сильно развитой воронки 
всегда должно быть пульсирующим. Это объясняется тем, что сте- 
пень закрученности потока и расход жидкости через систему взаимо- 
связаны. Отсюда получается следующая схема пульсационного те- 
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Рис. 7.10. Вид неустойчивого т 
в вихревой воронке. 





ин ЖидиОсти 


Рис. 7.9. Вид неустойчивого течения жидкости 
в вихревой воронке. 


чения: (4 -— Г4; ГА > 0}, 91 —Г!, Г|{— 0 и т.д. Таким образом. 
такое течение всегда должно быть пульсирующим. 

В последнее время было проведено большое число исследований 
по устойчивости различных вращательных движений жидкости, 
М. А. Гольдштик изучал [33] устойчивость течения жидкости в «слож- 
ном вихре» и получил некоторые условия устойчивости течения 

Наблюдения за течением жидкости в вихревой воронке позволи- 
ли установить следующие особенности течения. При определенных 
условиях свободная поверхность жидкости в области воздушного 
ядра вихревой воронки носила волнистый характер, наменяющийся во 
времени (рис. 7.9). Существует также такой режим течения, когла 
волнистый характер свободной поверхности жидкости не изменялся 
во времени. 

В других случаях наблюдалась сильная неустойчивость уровня 
жидкости в резервуаре (рис. 7.10), когда плоскость свободной 
поверхности жидкости располагалась под некоторым углом к гори- 
зонту и вращалась вокруг вертикальной оси вращения, проходя- 

цей через центр выпускного отверстия. Такой режим наблюдался, 
голько при определенных конструктивных параметрах и одном и 
том же расходе жидкости. Само явление напоминает явление резо- 
нанса. При постепенном увеличении величины расхода через систе- 
му в какой-то момент времени начинались сильные колебания уров- 
ня жидкости в чаше, которые затем исчезали с дальнейшим увели- 


чением расхода. 
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Следующим типом наблюдавшейся неустойчивости течения жидко- 
сти в вихревой воронке являлись колебания глубины воздушного яд- 
ра, заключавшиеся в попеременном удлинении и укорачивании хвос- 
товой части воздушного ядра и составлявшие не более 5 % его дли- 
ны. 

Полученные данные свидетельствуют о том, что неустойчивость 
течения жидкости в вихревой воронке, скорее всего, вызвана волно- 
выми процессами, происходящими во вращающейся жидкости. 

Устойчивость вихревой воронки в определенной степени связа- 
на с круткой потока. Опыты показывают, что неустойчивое течение 
жидкости наблюдается в основном при слабой степени закручеяно- 
сти потока. Чем сильнее вращение жидкости, тем оно устойчивее 
(за исключением явления «резонанса», которое может наблюдать- 
ся и при значительной крутке потока). 

Сравнение наших данных наблюдения с данными других ученых 
показало, что одной из причин неустойчивости вращательного движе- 
ния жидкости при наличии вихревой воронки может быть односторон- 
ний подвод жидкости. Аналогичные же исследования, проведенные 
при закручивании потока с помощью нескольких входных патрубков, 
определили большую устойчивость вихревой воронки. 

Помимо неустойчивости течения жидкости 
в вихревой воронке наблюдалось также неу- 
стойчивое образование воздушного ядра, ко- 
торое при некоторых условиях дробилось в 
хвостовой части, а пузырьки воздуха засасы- 
вались в выпускное отверстие. Такое дробле- 
ние воздушного ядра возникает при больших 
’ расходах (болышие осевые скорости), малой 
крутке потока и небольшом относительном 


диаметре выпускного отверстия [7 0,1). 


’ Физическая картина явления указывает на то, 

что при образовании сильно вытянутого воз- 
душного ядра вихревой воронки, которое 
имеет малые поперечные размеры, заметную 
роль начинают играть силы поверхностного 
натяжения. 

Следует отметить влияние высоты жидкости 
на характер течения. В некоторых случаях 
при больших относительных высотах жидко- 

Н 
сти (р; = 3) наблюдался сильный изгиб воз- 
душного ядра вихревой воронки (рис. 7.11), 
вызванный, вероятно, односторонним подво- 
дом воды. При дальнейшем повышении вы- 
соты жидкости воздушное ядро вихревой во- 
„Рис. 711. Искривление ронки при достижении определенной высоты 


воздушного ядра в вихре- 
вой воронвке. практически исчезает. 
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Рис. 7.12. Распределение вращательной компоненты скорости — по радиусу 
ре Н вх 
СВ (--- 6,3; Ф — Ве = — 31,1; О — Ке = — 29,6; О — Ве = — 22,2; = == 
© 


= 9,6; -- — Ве = — 34,2). 





и 
Рис. 7.13. Распределение вращательной компоненты скорости 0 по радиусу 


Г 
В ПРи различных высотах жидкости Н: А — Ве = — 37,5; © — Ве = — 34,2; 
О — Ве = — 32,0. 


В дальнейшем измерение распределения вращательных скоростей 
проводилось только в устойчивых режимах истечения жидкости. 

Результаты измерений распределения вращательной скорости жид- 
кости в вихревой воронке лазерным допплеровским измерителем 
скорости приведены на рис. 7.12 —7.15. Поскольку величина Го, 
как уже отмечалось в $ 1, не известна и нахождение ее непосред- 
ственно из измерений оказалось невозможным, то для обезразмери- 


вания данных была использована входная скорость (Льх = ‚ юко- 


п, 
торая вычислялась по измеренному расходу жидкости. Безразмерная 
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циркуляция П определялась как 
отношение опытной циркуляции 


[а 


О вхАвх . 
{В дальнейшем под понятием вра- 
щательной скорости и ее цирку- 
ляции будем подразумевать их 
безразмерные величины). 

Если построить зависимость 
вращательной скорости от радиу- 
са для идеальной жидкости Оф = 


=>, находя константу с из 


эксперимента, и сравнить’ ее с 
распределениями вращательной 
скорости, полученными из опы- 
тов, то опытные точки распола- 


РА с 
таются ниже кривой Из =-- 


(рис. 7.12), что согласуется с 
5 10 х результатами других исследова- 
телей [1, 121, 144]. 
о" Было обнаружено, что при 
ил от радиуса ` постоянстве конструктивных па- 
при различных высотах жидкости Н (а, = раметров и расхода величина 
= 2 см, 27 = 1,5 см, Ах = 2,8 см): тангенциальной скорости сильно 
‚ о вх 
д-Ве-—375; ®—ве--42; О веж ЗАВИСИТ ОТ ВЫСОТЫ ЖИДКОСТИ В 
=— 325. резервуаре. Н (рис. 7.13). Чем 
больше высота жидкости, тем 
скорость вращения жидкости меньше. Этот факт объясняется тем, 
что с увеличением высоты увеличивается трение жидкости о боковые 
стенки резервуара и возрастает ее масса в резервуаре, которую нуж- 
но закрутить, в то время как величина входной циркуляции О»хЮьх 
остается постоянной. } 

Если высота жидкости в резервуаре постоянна, то при одном 
и том же диаметре входного патрубка и стояка величина вращатель- 
ной скорости не зависит от величины расхода, т. е. от радиального 
числа Рейнольдса (рис. 7.12). В этом случае величина вращатель- 
ной скорости определяется геометрией течения (величинами диамет- 
ра входного патрубка и выпускного отверстия). 

Следуег отметить, что плотность экспериментальных точек, по- 
лученных для измерений при одних и тех же условиях, для облас- 
ти течения, расположенной вблизи оси вращения, заметно выше, чем 
для области вблизи стенок резервуара. Это объясняется большей 
величиной пульсаций вращательной скорости вблизи стенки, чем 
вблизи оси вращения, что приводит к снижению точности измерений 
осредненной скорости и соответственно к разбросу эксперименталь- 
ных точек. | 

Измерения распределения вращательных скоростей по радиусу 
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к входной, т.е. как П = 








Рис. 7.14. Зависимость циркуляции вра- 





щательной скорости 


вблизи оси вращения подтвердил полученный теоретически в $ | 
результат о том, что размеры вихревой нити в случае вихревой ‘во- 
ронки малы по сравнению с диаметром донного отверстия. Извест- 
но, что при динамическом вращении газа радиус вихревой нити зна- 
чительно больше, чем в случае вихревой воронки, и примерно равен 
диаметру выходного отверстия (например, в циклонных камерах). 
Из этого следует, что радиус вихревой нити зависит от величины 
эффективной вязкости вблизи оси вращения 

М. Ш. Марголиным [1] была построена аппроксимационная зави- 
симость для вращательной скорости жидкости в вихревой воронке 
в предположении, что максимум вращательной скорости достигается 
на радиусе, равном радиусу донного отверстия. В дальнейших рабо- 
тах он же на основе этой зависимости и при определенных допуще- 
ниях предложил способ расчета осерадиального течения и других 
аспектов движения жидкости в вихревой воронке. Для подтвержде- 
ния своей зависимости М. Ш. Марголин [1] привел сравнение с дан- 
ными Анвара [146]. 

Проведенные измерения распределения вращательной скорости 
в вихревой воронке с помощью ЛДИС показали, что максимум враща- 
тельной скорости расположен в большинстве случаев ближе к оси 
вращения, чем к краю выпускного отверстия, и всегда находится в 
площади выпускного отверстия. При этом его положение не фиксиро- 
ванно, а зависит от параметров течения и расхода жидкости. Если 
обратиться к рис. 7.3, то можно увидеть, что существует значитель- 
ное расхождение в величине вращательной скорости при расчете 
по зависимости [1] и по способу, изложенному в $ 1. Таким образом, 
аппроксимационная зависимость Марголина не соответствует реаль- 
ной физической картине течения и не подтверждается ни прямыми 
измерениями вращательной скорости, ни результатами теоретичес- 
кого расчета, а ошибка вычислений по ней величины (/х может дос- 
тигать 100 %. Кстати, она не подтверждается и данными Анвара 
[146], на которые ссылался М. Ш. Марголин, так как они получены 
для цилиндрического ре ` 
зервуара с торцевой крыш- 
кой типа гидроциклона, 
течение в котором принци- 
пиально отличается от те 
чения в вихревой воронке. 
Следовательно, аппрокси- 
мационная зависимость 
М. Щ. Марголина и полу- 
ченные с ее помощью спо- 
собы расчета других аспек- 
тов воронкообразования не 
могут быть рекомендованы 
для практических расчетов. 

Распределения цирку- 1 2 з Ри 


ляции вращательной ско- р 
ис. 7.15. Сравнение экспериментальных дан- 
рости по радиусу вихревой —ныхс анны расчета. ы 
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воронки показаны на рис. 7.14, 7.15, из которых видно, что имеет 
место непрерывный рост циркуляции с увеличением радиуса. При 
большей интенсивности крутки потока рост циркуляции больше. 
Полученные распределения свидетельствуют о том, что в. иссле- 
довавшихся случаях в резервуаре отсутствовала область потенциаль- 
ного вращения жидкости по причине того, что относительный диаметр 
донного отверстия был сравнительно велик. Из этого следует, что 


2 
при диаметрах донного отверстия 2 > 0,2 в течении жидкости при на- 


личии вихревой воронки отсутствует область постоянной циркуляции. 

На рис. 7.15 приведены теоретические распределения циркуля- 
ции тангенциальной скорости по радиусу, построенные по формулам 
(7.6) для двух значений радиального числа Рейнольдса, которые 
вычислялись исходя из. экспериментальных данных. Сплошная кри- 
вая соответствует радиальному числу Рейнольдса; найденному по 
опытным точкам, расположенным вблизи оси вращения, а штрихо- 
вая линия — радиальному числу Рейнольдса для течения в прис- 
тенной области. Из рис. 7.15 видно, что экспериментальные результаты 
достаточно хорошо совпадают с теоретическими в тех областях, в 
которых экспериментально находилось Ке, и расходятся в облас- 
тях, на которые построенные зависимости были продолжены. „Это 
объясняется тем, что радиальное число Рейнольдса, вычисленное 
для пристенной области, равно Ве = — 1,38, а для области, 'рас- 
положенной вблизи оси вращения, Ве = — 4,98. Соответственно эф- 
фективная вязкость в области над донным отверстием меньше, чем 
в пристенной, приблизительно в четыре раза,. при’ этом. величина 
эффективной вязкости, вычисленная по радиальному числу Рей- 
нольдса, в пристенной области больше, чем кинематическая вязкость 
воды, более чем в 10 раз. Значит, если бы эффективная‘ вязкость бы- 
ла постоянной по радиусу и равнялась таковой в пристенной облас- 
ти, то циркуляция вращательной скорости уменьшалась бы к оси 
вращения намного быстрее; чем это происходит в реальном течении. 
А так как с уменьшением радиуса эффективная вязкость снижается, 
то, естественно, экспериментальные точки располагаются тем выше 
от штрихпунктирной кривой, чем ближе они к оси вращения. И нао- 
борот, экспериментальные точки совпадают со сплошной кривой в 
области, расположенной над донным отверстием, и лежат выше ее 
в пристенной области, где величина Ке .уменьшается, если предпо- 
ложить, что эффективная вязкость на всем радиусе равна таковой 
вблизи оси вращения. Аналогичное соотношение между теоретичес- 
кими и экспериментальными данными наблюдается и при наличии 
воздушного ядра. 

Сравнение экспериментальных данных с теоретическими показы- 
вает, в частности, что турбулентная структура потока при течении 
жидкости в вихревой воронке, образующейся в цилиндрическом 
резервуаре, различна для приосевой и пристенной областей. 

Для построения теоретического распределения циркуляции вдоль 
радиуса, соответствующего реальному течению, необходимо область 
течения разбить по крайней мере на две — над донным отверстием 
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и вне его —и в каждой-из них 
определить соответствующее ей 
постоянное радиальное число 
Рейнольдса, после чего можно 
производить расчет по методике, 
предложенной в $ 1. 

Помимо экспериментальных 
данных по распределению тан- 
генциальной скорости и ее цир- 
куляции по радиусу во время 
опытов было установлено, что 
допплеровский сигнал, образец 
которого показан на рис. 7.16, 
вблизи оси вращения и в при- 
стенной области становится ши- 
ре, чем сигнал из области се- 
редины радиуса резервуара. При 
этом ширина допплеровского сиг- 
нала могла увеличиваться в нес- 
колько раз. В пристенной обла- Рис. 7.16. Форма допплеровского сигнала 
сти такое расширение, возможно, на экране анализатора спектра. 
обусловлено увеличением пуль- 
сационной составляющей скорости жидкости в этих областях, а вбли- 
зи оси появляется сравнительно большой градиент скорости по изме- 
рительному объему. 





$ 4. ПОГЛОЩЕНИЕ ВИХРЕВОЙ ВОРОНКОЙ 
ТВЕРДЫХ ПЛАВАЮЩИХ ТЕЛ 


В изучении движения жидкости при наличии вихревой воронки 
большой научный и практический интерес представляет задача о 
взаимодействии вихревой воронки с твердыми телами, особенно с 
теми, плотность которых меньше плотности жидкости. 

Впервые такая задача возникла после того, как в 1951 г. В. С. Фо- 
кеев [118] предложил использовать вихревую воронку для очистки 
поверхностей водоемов перед гидротехническими сооружениями от 
льда, шуги и различного плавающего мусора. Он разработал спо- 
соб образования устойчивой воронки и исследовал поглощение ею 
различных твердых плавающих тел, в качестве которых использо- 
вались деревянные бруски известных размеров, а также шарики 
из смеси воска с песком. Была определена зависимость засасывающей 
силы воронки, за меру которой принималась величина выталкиваю- 
щей силы, действующей на данное твердое тело, от конструктивных 
параметров. 

Нужно отметить, что выбор такой меры засасывающей силы воз- 
можен лишь для одинаковых по форме тел, например для брусков 
или сфер, но не пригоден в общем случае, так как при одной и той 
же выталкивающей силе тела могут значительно отличаться разме- 
рами, формой, удельным весом и т. д. 


261 





Рис. 7.17. Применение вихревой воронки для ввода плавающих гранул во 
входную трубу насоса. . 

Рис. 7.18. Схема поглощения твердого плавающего тела вихревой ворон- 
кой. 


В. И. Поликовский и Р. Г. Перельман [101] экспериментально 
изучили влияние на поглощение воронкой твердых тел таких пара- 
метров, как линейные размеры и форма тела, глубина погружения 
тела с одинаковым сечением плавания (при различном удельном 
весе), положение центра тяжести в телах ‘одних и тех же размеров 
и формы, интенсивность воронки. Опыты проводились на экспери- 
ментальной установке, в которой воронка создавалась с помощью 
тангенциальной подачи воды в цилиндрический резервуар с круглым 
отверстием в дне. Помимо других результатов было ‘отмечено ‘сущест- 
вование радиусов равновесия для плавающих тел, достигнув кото- 
рых тело постоянно вращается на них.. Е 

В настоящее время на практике вихревые. воронки: применяются 
в суспензионном литье для ввода добавок в жидкий металл, а ‘так- 
же в нефтехимической промышленности [152] для подачи плавающих 
гранул со свободной поверхности жидкой фазы на вход насоса: (рис. 
7.17). 

Главным в задаче о поглощении твердых плавающих тел вихре- 
вой воронкой является вопрос об условиях поглощения данного твер- 
дого тела данной воронкой. Если тело не поглощается ‘воронкой, 
то необходимо установить, какая организация течения жидкости 
требуется, чтобы поглощение произошло. Ясно, что движение тела на 
свободной поверхности, а также при поглощении определяется гидро- 
динамической картиной течения жидкости. Поэтому, определив связь 
между условиями поглощения и параметрами течения жидкости, по 
последним можно определять характер взаимодействия твердого тела с 
вихревой воронкой, тогда задача о поглощении сведется к задаче об 
определении движения жидкости в каждом конкретном случае. При 
этом появляется возможность управления процессом поглощения 
твердых тел воронками путем организации необходимого для погло- 
щения режима течения жидкости. 

Для экспериментального исследования поглощения твердых пла- 
вающих тел вихревой воронкой была создана экспериментальная. ус- 
тановка, представляющая собой цилиндрическую камеру диаметром 
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роте, 


р = 0,298 м, изготовленную из оргстекла. Вода из напорного ре- 
зервуара подавалась через тангенциально расположенный подвод, 
релетавля ний собой цилиндрические трубы различного диаметра: 
вх 
р 

в трубы диаметра: 2» — 0,170; 0,223; 0,233; 0,350. Конструкция 
установки позволяла изменять радиус первоначальной закрутки потс 
ка. Расход воды измерялся с помощью мерных емкостей, а время —- 
секундомером. 

В качестве твердых тел использовались шарики двух сортов: 
изготовленные из бумаги и смеси воска с древесными опилками. Бы- 
ли измерены их размеры и плотность. Все шарики сначала покрыва- 
лись нитрокраской, а затем одним и тем же лаком для того, чтобы 
их поверхность была одинаковой. 

В качестве характеристики шариков была выбрана скорость их 
всплывания в той же жидкости, которая должна их затягивать. Та- 
кой выбор был обусловлен тем, что на практике вихревые воронки 
поглощают не однородные твердые тела с одинаковым объемом, фор- 
мой и массой, а тела различной формы и удельного веса. К. тому же 
вычисление коэффициентов сопротивления тел сложной формы пред- 
ставляет собой трудную задачу, в то время как скорость всплывания 
твердого тела легко измерить даже в расплаве жидкого металла. 

Скорость всплывания шариков в воде измерялась в трубе квад- 
ратного поперечного сечения размером 14 Х 14 см длиной 3 м. Вы- 
численные коэффициенты сопротивления по величине совпали с ана- 
логично полученными в работе {104] и равнялись с; = 0,95 -= 1,0. 
Допустим, что осевая скорость жидкости у конца воздушного ядра 
И, составляет часть среднерасходной скорости в стояке ср: И, = 
— В\.»р. Если частица полностью погружена и находится в равнове- 

ри СН 
сии, то величина затягивающей силы равна: Рь == 15 —5° = 
С другой стороны, зная скорость всплытия У, можно также найти 





— 0,163; 0,207; 0,233; 0,311, и вытекала через донное отверстие 


э = ы 
ту же силу Г, = ср —-. Идеализируя картину движения тела в 


обоих случаях, можно считать, что величины затягивающей силы 
примерно равны между собой, а значит, между У, и №.» в момент 
поглощения существует простая линейная связь: , = В\ър- 

При экспериментальном исследовании шарики клали на свобод- 
ную поверхность воды вдали от оси вращения. Шарик транспортиро- 
вался по поверхности воронки в ее конец и затем при определен- 
ных условиях поглощался (рис. 7.18). При этом измерялся расход, 
по которому вычислялась среднерасходная скорость. Связь между ско- 
ростью всплытия шариков и среднерасходной скоростью жидкости в 
момент их затягивания вихревой воронкой приведена на рис. 7.19, 
она подтверждает сделанные выше предположения. Если точка, опре- 
деляемая скоростью всплытия шарика и расходом жидкости, лежит 
ниже полученной прямой, то шарик поглощается воронкой; если 
точка лежит выше — не поглощается. В исследовавшихся случаях 
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установлено, что коэффициент пропорциональности равен В = 0,44. 

Для более точного расчета затягивания твердых тел вихревой 
воронкой необходимо знать коэффициент их сопротивления, а также 
величину и распределение осевых и вращательных скоростей вблизи 
конца воздушного ядра. 

Во время эксперимента при определенных условиях наблюдалось 
два вида циркуляции шариков (рис. 7.20), подтвердивших данные 
о существовании радиусов равновесия для твердых плавающих тел. 
В первом случае (рис. 7.20, а) шарик, достигший некоторого фик- 
сированного радиуса, уже не мог продвигаться ближе к оси враще- 
ния жидкости. Случайной флуктуацией интенсивности вихревой во- 
ронки он мог отброситься от этого положения и снова вернуться 
на радиус равновесия К.. Аналогичную циркуляцию деревянных дис- 
ков наблюдали В. И. Поликовский и Р. Г. Перельман [101]. Во вто- 
ром случае (рис. 7.20, 6) шарик случайной флуктуацией интенсивнос- 
ти мог отбрасываться вглубь жидкости, где засасывающая сила рез- 
ко уменьшается, затем всплывал и снова двигался к радиусу равно- 
весия, т. е. наблюдалась циркуляция и в вертикальном направлении. 

Помимо шариков, изготовленных из смеси воска с древесными 
опилками, в опытах по изучению поглощения твердых плавающих 
тел вихревой воронкой использовались также шарики из полистиро- 
ла с плотностью, близкой к плотности воды, и из пенополистирола 
с плотностью, много меньшей, чем плотность воды. Исследования 
проводились на несколько измененной установке Ш = 8.10-2 м, 
27 = 1,6.10-2 м, схема которой показана на рис. 7.91. Шарики 





Рис. 7.19. Значения среднерасходной ско- 
рости №р, при которой происходит по- 
тлощение шара, имеющего — скорость 
всплытия № (27%, см): 

© — 67; +52; п 106; д 79: Н 
2444 см; 4:94 сы; = 8,6 см ао 
(11.6203) мы, т по 


Рис. 7.20. Схема циркуляци: 
частиц в вихревой ро В 


а — в горизонтальной плоск :б— 
кальной плоскости. т Вера: 
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имели приблизительно одинаковый диаметр, 
равный 4ш = 2-10-3 м. 

Приведенные на обеих установках экспери- 
менты показали следующее, 

Все частицы, которые при движении по 
свободной поверхности проходили область 
профиля воздушного ядра, имеющего гипер- 
болический вид, попадали в хвостовую часть 
воздушного ядра. Из этого следует, что при 
расчете поглощения твердого тела вихревой 
воронкой необходимо, чтобы величина воз- 
можного радиуса равновесия была меньше 
радиуса, на котором профиль воздушного ядра 
переходит из гиперболического вида в пара- 
болический. 

В случае ввода в вихревую воронку кол- 
лектива частини последние выстраиваются в 
хвостовой части воздушного ядра в цепочку И рис 7.2}. Слема прние. 
их затягивание происходит последовательно нения вихревой воронки 
одна за другой (рис. 7.22). в суспензнонном литье. 

При определенных соотношениях между 
размерами воздушного ядра в его хвостовой 
части и размерами твердого тела возможно движение тела с прн- 
соединенным к нему воздушным пузырем (рис. 7.23), который пре 
пятствует поглощению тела вихревой воронкой. В суспензионном 
литье при затягивании инокуляторов такое явление является неже- 
лательным, поэтому размеры частиц должны выбираться исходя 
из размеров воздушного ядра вихревой воронки в ее хвостовой 
части; либо по размерам частиц должна выбираться соответствующая 
им вихревая воронка. 

Как уже отмечалось, твердые тела, обычно применяемые на прак- 
тике, представляют собой смесь твердых частиц различных разме- 
ров, веса и формы. Поэтому после попадания тел на свободную по- 
верхность вихревой воронки происходит их разделение,  вследст- 
вие чего одни частицы достигают хвостовой части воздушного яд- 
ра быстрее, чем другие, и поглощение отдельных частиц происходит 
по мере их попадания в конец воронки. Только при очень больших 
количествах твердых тел или при очень малых размерах частиц (на- 
пример, таких, как древесные опилки) возможно движение группы 
частичек в виде сплошной среды. 

При гидромоделировании движения расплавленного чугуна по 
литниковой системе было установлено, что определенной организа- 
цией течения в литниковой системе можно управлять раздачей ино- 
куляторов по питателям (рис. 7.21). Так, при парной работе пита- 
телей можно организовать течение жидкости таким образом, что 


твердые частицы будут проходить в форму через выбранный пита- 
тель полностью или частично, что дает возможность вводить иноку- 
ляторы в определенный слой отливаемой заготовки. Ввод частиц, 
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Рис. 7.22. Поглошение твердых плавающих сфер в вихревой во- 
ронке 


Рис. 7.23. Образование воздушного пузыря у поглощаемого тела. 


через выбранный питатель зависит от расхода жидкости через него 
и высоты жидкости в литниковой чаше. 

Пенополистироловые частицы тем легче вводились в систему, 
чем ближе ко дну резервуара размещался работающий питатель. При 
этом частицы располагались вблизи оси вращения и двигались по 
спирали (рис. 7.24). Это явление, возможно, объясняется нали- 
чием одностороннего тангенциального подвода жидкости в резерву- 
ар, вследствие чего ось вращения жидкости не совпадает с геомет- 
рической осью резервуара. 

Как уже отмечалось, твердые частицы могут и не поглощаться 
вихревой воронкой. На рис. 7.25 показан ввод большого числа пе- 
нополистироловых частиц в вихревую воронку в этом случае. Из ри- 
сунка видно, что частицы, заполнив объем воздушного ядра вихре- 
вой воронки, вращаются вместе с жидкостью. 

Кроме того, полистироловые частицы были использованы для 
изучения влияния наличия твердой фазы с плотностью, близкой к 
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Рис. 7.24. Движение твердых плавающих тел на оси вращения жндкости. 


Рис. 7.25. Движение большого числа частиц малой плотностн в вихревой 
воронке 


плотности воды, на расход жидкости через гидравлическую систему. 
Проведенные эксперименты позволили установить, что твердые час- 
тицы при их объемной концентрации до 15 % не влияют на расход- 
ные характеристики системы. 

Наряду с анализом поглощения отдельного твердого тела вих- 
ревой воронкой определенный интерес представляет нахождение 
объемного расхода твердых тел, который способна пропустить вих- 
ревая воронка. Такой расход был назван В. С. Фокеевым транспорти- 
рующей способностью вихревой воронки. Для воронки Фокеева он за- 
висит от расхода жидкости и конструктивных параметров щита-вих- 
реобразователя [118]. 

Ранее было экспериментально установлено, что при затягива- 
нии плавающих тел воронкой они засасываются с конца воздушного 
ядра одно за другим, выстраиваясь при этом в цепочку. Предельным 
случаем (т. е. когда расход твердых тел максимален) является такой, 
когда тела (шары) плотно упакованы и между ними нет зазора. Счи- 
таем, что скорость всплытия всей упаковки равна приблизительно 
скорости всплытия отдельного шарика №. 

Поскольку у конца воздушного ядра осевая скорость меньше 
среднерасходной, то очевидно, что для полного поглощения частицы 
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системой ей необходимо пройти путь от конца воронки до плоскости 
донного отверстия. Г 
Считая, что упаковка движется с постоянной скоростью ., объем- 
ный расход твердых тел можно вычислить следующим образом: 
я и 
©; = а-Ии = т у, {7.11} 


Ш ш 








где У — объем шарика. 

Скорость жидкости у конца вихревой воронки можно приблизи- 
тельно записать как (И, = Вр. Зная объем шара, перепишем (7.11) 
в виде : 

Вр — № 2 4 л@ ^ 
ааа = чи о-ме и, = 09 


Коэффициент В — экспериментально определяемая константа, равная, 
как и ранее, 0,44. . 

Полученная зависимость, в частности, показывает, что объем- 
ный расход твердых тел прямо пропорционален расходу жидкости и 
обратно пропорционален площади донного отверстия. | 

Найдем относительный объем твердых тел, пропускаемых вихре- 
вой воронкой: з 





9: о 2 ( Чт }' лат, 
9 -зВ 2%) ^^ 69. 

Из полученного выражения видно, что относительный объем 
твердых тел не может превышать некоторого значения : Е 


( ©; 2 аш \2 
-2)„ 8). 

Физически это означает, что объемный расход’твердых тел не 
может превышать объемный расход жидкости через сечение, рав- 
ное по площади сечению упаковки твердых частиц. . 

При значительных объемных концентрациях твердых тел они 
могут поглощаться не в виде цепочки из одиночных шаров, а в ви- 
де шнура из нескольких цепочек. В этом случае объем твердых тел, 
пропускаемый вихревой воронкой, будет равен расходу, вычислен- 
ному по (7.12) и умноженному на число цепочек в шнуре. ь 

Анализ различных аслектов поглощения твердых тел вихревыми 
воронками показал, что важнейшей характеристикой твердого тела 
является его коэффициент сопротивления, вычисляемый как для пол- 
ностью погруженного тела, так и для погруженного лишь частично. 
Нахождение такого коэффициента представляет собой отдельную гид- 
родинамическую задачу. Трудности в определении сопротивления те- 
ла для нашей задачи обусловлены тем, что оно вращается с некото- 
рой угловой скоростью, которую нужно каким-то образом найти. 
Кроме того, при движении по свободной поверхности жидкости тело 
частично погружено, следовательно, необходимо определять сопро- 
тивление тела в зависимости от степени его погружения в жидкость. 
В обоих случаях (полного и частичного погружения) набегающий 
поток имеет градиентный профиль скорости. 
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Поэтому в данном случае не будем рассматривать полную задачу 
о нахождении коэффициента сопротивления, а укажем лишь ее особен- 
ности применительно к движению твердого тела в вихревой воронке. 
Для удобства считаем, что твердое тело имеет сферическую форму. 

Опыты по определению сопротивления вращающегося шара, об- 
дуваемого равномерным потоком, были проведены Лутандером и Рид- 
бергом [155]. Ими обнаружено, что коэффициент сопротивления 
зависит от двух безразмерных величин: числа Рейнольдса набегаю- 


щего потока Ве = И и отношения максимальной вращательной 





[Й 
фт 
скорости поверхности тела к скорости набегающего потока т . Вли- 





ут 
яние вращения сказывается в том, что, начиная с Г == 1,4, крити- 
с 





ческие числа Ке уменьшаются с увеличением И ‚ т. е. центробеж- 
оо 

ные силы действуют как турбулизующий фактор. Однако в области 

значений 1 от 0 до 1,4, когда отрыв еще ламинарный, критичес- 
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кие числа Ве увеличиваются [45]. 
Если предположить, что вращение шара совпадает с вращением 
жидкости на радиусе, равном радиусу шара, то параметры, опреде 
ляющие коэффициент сопротивления, можно записать следующим об- 














. разом: . 
для случая вихревой воронки 
И т а и 
0. — 20,0) 0,.—0„ ' 
Ве = и, Е 
для случая равновесия 
Чт бы 9, (7.13) 
0. О, В 
И _ Ва 4 
Ве = ти =. (7.14) 


Из соотношений (7.13) и (7.14) можно сделать вывод, что коэффи- 
циент сопротивления шара при поглощении его вихревой воронкой 
определяется не только его радиусом, кинематической вязкостью 
жидкости и скоростью набегающего потока, но и отношением враща- 
тельной компоненты скорости жидкости к осевой. 

В реальном случае шар вращается с некоторым проскальзыва- 
нием относительно жидкости и его угловая скорость меньше соот- 
ветствующей угловой скорости жидкости. Максворти [156] опыт- 
ным путем установил, что при движении шара в потоке жидкости, 
вращающейся как твердое тело, проскальзывание шара и его сопро- 
тивление зависят от трех безразмерных параметров: числа Тейлора 
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оф. — ии )а 4 
Т = = ‚ числа Рейнольдса Ве == Е: ‚ отношения те где 


Вр — радиус цилиндрического резервуара. 

Таким образом, чтобы определить коэффициент сопротивления 
шара для случая поглощения его вихревой воронкой, необходимо 
4. 
Кр 


[#2 ы . 
р ‚ которые можно найти, лишь умея рассчитывать движение 


жидкости в вихревой воронке, т. е. зная поле скоростей в каждом 
конкретном случае. 

Отметим, что рассматоивался случай твердотельного вращения 
жидкости, причем размеры тела были меньше, чем радиус вихревой 
нити. Если размеры тела больше радиуса вихревой нити, то задача © 
нахождении его угловой скорости сильно усложняется. Поэтому при 
анализе взаимодействия твердых плавающих тел с вихревой ворон: 
кой необходимо знать еще и соотношение между размерами тела и 
вихревой нити. ' 


знать величины по крайней мере четырех параметров: Т, Ве, 





$ 5. О МОДЕЛИ ТЕЧЕНИЯ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ 
В РАЗВИТОЙ ВИХРЕВОЙ ВОРОНКЕ 


Создание теоретической модели течения жидкости в развитой 
вихревой воронке является задачей еще более актуальной, чем соз- 
дание модели для неразвитой воронки, так как таких моделей прак- 
тически нет (не считая примитивной модели, А. Гибсона для идеаль- 
ной жидкости). На практике обычно пользуются эмпирическими за- 
висимостями, хотя достоверность некоторых, например [1], вызы- 
вает определенные сомнения. 

В данном параграфе покажем, что основное уравнение враще- 
ния жидкости в неразвитой вихревой воронке (7.4) можно применить 
для теоретического расчета вращательной скорости и профиля сво- 
бодной поверхности жидкости в развитой вихревой воронке. 

Для развитой вихревой воронки одной из главных её характе- 
ристик является радиус воздушной полости х, в плоскости донного 
отверстия. Используя его, первое приближение функций Ё (х) и 
9 (%) для развитой воронки, по аналогии с $ |, запишем как 


м Хь —_ Я 
в=1—-., 9=п—>), хр, 


В=1—-®, 9=1, х> 1. (1.15) 
Интегрируя уравнение (7.4), с учетом (7.15) получаем 
Ве | 
п, = я *, Е с х=1, 


(иен | 
Псы ет — Рбь х> 1. 
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Для нахождения констант интегрирования имеются следующие усло- 
ВИЯ; 
х> <, П->|, 





х=1, ПЦ=И, 
на ап, _ ап, 
я=Ъ ах ах, 


подстановка в которые дает новые выражения для ур и Пл 








и иен ре Й 
п ее и вг] +6 < 
РН КВе+! 
+ д. 2.16 


Как видно из (7.16), в выражениях для распределения цирку- 
ляции вращательной скорости присутствует неизвестная констан- 
та интегрирования сл. В $ 1 ее находили из условия отсутствия вра- 
щения на оси. 

Некоторые исследователи, изучающие различные закрученные те- 
чения, ставят аналогичное граничное условие и при существова- 
нии воздушной полости на оси вращения или даже рассматривая 
течение в области, расположенной над выпускным отверстием, мо- 
тивируя это тем, что выпускное отверстие можно сделать сколь угод- 
но малым. При внимательном анализе становится очевидным, что 
такое граничное условие неправомерно и приводит к ошибочным ре- 
зультатам. Поэтому и в случае развитой вихрево! воронки такое 
условие ставить нельзя, так как вблизи оси находится воздушное 
ядро. 

Рассмотрим полученное в $ 2 уравнение для профиля свободной 
поверхности (7.7). Отбросив два последних члена вследствие их ма- 
лости, получим необходимое условие для нахождения сз 


в(х.) =0=1— Ко? | С.) ах. (7.17) 
Выражение (7.17) преобразуем к удобному виду в соответствии © 
(7.16): 


уе есь (7.18) 


Обозначим в (7.16) 


(—х уве Ве 1 
Фе} ет} 





ео Ве-+! 
Ри м. @.19) 
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Подставим (7.16) с учетом обозначений (7.19) в (7.18): 
сы з ТР ба 1 
ое ша 
ХВ 1 


Интегрируя в этом выражении и группируя вместе члены при одина- 
ковых степенях с», получаем уравнение для сз: 
о | в о, Е 
Ф : 
4(} тета] 2 (| 4+ [= &)+ 
ва 1 Хв 1 


— — 


в Ь 


1 1 
+; —щм-=0, 














решение которого имеет вид 


р 


ви = — = 


(20) 


Знак, стоящий перед радикалом, выберем из условия равенства 
сл нулю для идеальной жидкости, в которой х, = Ко?. Так как 


из численных расчетов следует, что {< 0, /, >> 0, то, значит, констан- 
та с» вычисляется по формуле 


| В 1 11 
ыы . 


Следовательно, для того чтобы рассчитать распределение цир- 
куляции тангенциальной скорости, нужно знать величину радиуса 
воздушной полости вихревой воронки г». 

На рис. 7.26 и 7.27 показаны сравнение распределений танген- 
циальной скорости и профиль свободной поверхности, полученные 
для вязкой и идеальной жидкостей. Из рисунков видно, что величина 
тангенциальной скорости в вязкой жидкости меньше, чем в идеаль- 
ной, и это отличие увеличивается по мере приближения к оси вра- 
щения. С ростом | Ке| величина Из возрастает (рис. 7.28) и стре- 
мится к величине Оф в идеальной жидкости. 

При расчете закрученных течений, например в центробежных 
форсунках, для нахождения х, обычно используют принцип мак- 
симума расхода: радиус воздушного ядра устанавливается таким, 
что расход жидкости через систему получается максимальным. Если 


принять, что расход пои наличии развитой вихревой воронки можно 
записать согласно [101] как 


©, = 0,63 (1 — х,) м УЗВН,. 
то видно, что (); = тах лишь при хь == 0. 
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Существует другой способ нахождения х». В работе [33] М. А. Гольд- 
штик показал, что расчет радиуса воздушной полости закрученных 
течений может основываться на принципе минимума потока кине- 
тической энергии, который записывается следующим образом: 


ю 
ТЕ пр ( (+ ИИ. 
тв 








2 9 ФФ 46 


Рис. 7.26. Распределение вращатель- 
ной скорости Фу по х для вязкой 
жидкости при Ке=р—3З (сплошная 
линия) и для идеальной (штриховая 
линия) при х»==0,15. 


Рис. 7.27. Профили свободной  по- 
верхности в вязкой жидкости Ке= 
=——3 (сплошная линия} и в идеаль- 
ной (штриховая линия). 


Рис. 7.28. Распределение вращатель- 
ной скорости Ир по х при различных 
Ве: 

1— Ве-—6; 2— Ке*—5; 3 — Ве-—4; 4— 
Ке--3, х»=0,15. 85 


425 45 
181]: — 4-893 273 


45 45 Хх 





Применим этот принцип к 
течению жидкости в развитой 
вихревой воронке. Поток ки- 
нетической энергии в рассмат- 
риваемом случае имеет вид 


Т=ло { (Шт, = 


Тв 





и би 062 048 044 95 


Рис. 7.29. Распределение вращательной ско- . 
рости Из по х при различных хь. (7:22) 


В области г> г, из-за малой искривленности свободной поверх- 
ности можно считать, что И, = 0. Следовательно, второй интеграл 
в выражении для Т приблизительно равен нулю. Делая следующие 








_ ПГ и 9.‘ а 
замены Оо = —и0,= И" -) выражение (7.22) Ире. 
зуем к виду 

#13 о о 
= Рив. ре ы: КИЧИНИ. УНИКС = 
р р | ( я + д (1 — х,) ие т 
тв Я 
К ГЫ 
= => Е 1-5 | = ах, (7.23) 
где а 8 г 
_ 29 _ бек _ [9 \}? 
ее: [х = (5 7. _ @29 


Построив по (7.23) зависимость Т = Т (), обнаружим, что в’ 
случае развитой вихревой воронки поток кинетической энергии ми-. 


нимума не имеет. Следовательно, принцин минимума потока кинети- 
ческой энергии не может быть использован для нахождения хь. 
Таким образом, попытки получить дополнительное условие для 
нахождения х», исходя из не связанных с гидродинамикой сообра- 
жений, ни К чему не привели, Поэтому становится очевидным, что 
нужно искать еще одно условие для скорости или ее циркуляции 


(что было сделано в случае неразвитой вихревой воронки). И не прос- 


то условие, а условие на свободной поверхности в точке г == гв. 
Рассмотрим зависимость профиля тангенциальной скорости от 
радиуса воздушной полости (рис. 7.29). Как видно из рисунка, про- 
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о [ню 








Рис. 7.30. Зависимость размера воздуш- 
0. ной полости х» от числа Колфа Ко (а) 
$ 17 ю и радиального числа Рейнольдса Ве (6). 





филь может быть двух видов: один —с наличием максимума ско- 
рости, второй —с непрерывным ростом величины скорости с умень- 
щением радиуса. С другой стороны, из экспериментальных данных из- 
вестно, что на свободной поверхности вихревой воронки Из имеет 
максимальную величину. Отсюда находим искомое условие для тан- 


40. 
генциальной скорости в точке | =0, или, что то же, в 0боз- 


ат [гегв 
начениях, принятых в настоящей главе 
2х»П (х,) — П(хь) = 0. (7.25) 


Подстановкой первого выражения из (7.16) в (7.25) находим 
константу Сл: 
Ке (Ке-| 1) ехр (Ве) 
(1 — ж,)8® [2х, Ве (Ве + 1) — (1 — х,) (Ве + 1 — едр (— Ве) 


‘Затем, подставляя это выражение в (7.21), получаем уравнение для 
х. Из уравнения (7.21) видно, что разрешить его относительно х,» 
нельзя, поэтому решение в каждом конкретном случае находилось 
графически. 

Таким образом, предлагаемый метод расчета позволил впервые 
получить теоретические зависимости радиуса воздушной полости раз- 
витой вихревой воронки в плоскости донного отверстия от радиаль- 
ного числа Рейнольдса и числа Колфа (рис. 7.30). Оказалось, что 
радиальное число Рейнольдса не влияет на размеры воздушного яд- 
ра вихревой воронки при Ке < — 3,5, а величина х» в вязкой жид- 
кости всегда меньше, чем соответствующее значение х» для идеаль- 
ной жидкости. В заключение отметим, что ни один теоретический 
вывод не противоречит известным экспериментальным данным, 


сд = 


$ 6. РАЗВИТАЯ ВИХРЕВАЯ ВОРОНКА 
В ИДЕАЛЬНОЙ ЖИДКОСТИ 


Помимо получения распределения тангенциальной скорости и 
профиля свободной поверхности жидкости явление воронкообразо- 
вания имеет ряд аспектов, важных для применения вихревых воро- 
нок на практике. К ним относятся зависимость коэффициента расхо- 
да от интенсивности вращения и вязкости жидкости, проникновение 
воздушного ядра вихревой воронки в донное отверстие, связь между 
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коэффициентом расхода и радиусом воздушной полости в плоскости 
донного отверстия и т. д. 

Несмотря на важность этих вопросов, число работ, посвящен- 
ных их исследованию, крайне мало, при этом они носят, как пра- 
вило, экспериментальный характер, что указывает на их определен- 
ную ограниченность. Ни в одной из немногих теоретических моделей 
эти вопросы не исследуются. Поэтому ряд важных эксперименталь- 
ных фактов до сих пор не имеет теоретического подтверждения. Нап- 
ример, известно, что коэффициент расхода не зависит от относи- 
тельной высоты Н/го [86] или что между и и хь существует простая 
связь: у/й» = 1 — № [101]. Сюда же можно отнести и использо- 
вание никак не обоснованных аппроксимационных зависимостей, нап- 
ример р = { (Ко). Даже для идеальной жидкости не показано, по- 
чему в случае развитой воронки в области, расположенной над донным 
отверстием, можно По широко известным профилем сво- 

<01$ 


бодной поверхности Й = 1 — = который обычно выводится из 
условий на бесконечности. : 

Отметим, что само явление воронкообразования в основном сос- 
редоточено вблизи оси вращения. Именно здесь наблюдается наи- 
большее искривление свободной поверхности и проявляется влияние 
вязкости жидкости. Поэтому дальнейшие исследования, как теоретиче- 
ские, так и экспериментальные, должны сосредоточиться вокруг изу- 
чения движения жидкости в области, расположенной. над донным от- 


верстием..К тому же при — > 2, как показывает эксперимент, 
6 


течение жидкости близко к плоскому потенциальному вращению 
(Ис = Го/г, Ц, = О/2ягН), новые исследования в этой области вряд 
ли добавят новую информацию в практическом смысле. Сказанное 
выше не распространяется на исследование в этой области турбулент- 
ности и развитие входной струи при тангенциальном закручивании 

жидкости. 

Таким образом, при создании новых теоретических моделей те- 
чения жидкости в вихревых воронках одним из главных требований, 
предъявляемых к ним, является возможность применения для опи- 
сания не только полей скоростей и давлений, а и перечисленных 
аспектов воронкообразования. 

В настоящем параграфе в рамках модели идеальной жидкости 
рассмотрим некоторые вопросы течения жидкости в развитой вихре- 
вой воронке. (Отметим, что в $ 2 уже было проведено исследование 
ты воздушного ядра вихревой воронки в донное отвер- 
стие). 

Рассмотрим уравнения плоского вращения идеальной жидкости 
в развитой вихревой воронке 


а [и и _ 4 
4 ( г) ЕЕ ЗСТ (7.29 
4(т 
Е — 0. 
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г. 
Второе уравнение имеет очевидное решение: = -/^. Приведем пер- 


вое уравнение к безразмерному виду с учетом того, что (Из = Гу, 


делая следующие замены переменных: {/, = За 0,, И = — 0; 
54 [2 


1= ВН, г== пог, а затем проинтегрируем его по г, находя коистанту 


интегрирования из условия й == | при г = со (в дальнейшем знак без- 
размерной величины опустим). 


Получим з 
ыы Коз Я , 
а (И Ка 


В плоском случае радиальную скорость можно выразить через ради- 
альный расход и текущую высоту жидкости в вихревой воронке: 
О; = 9/11. 

В окончательном виде профиль свободной поверхности эапишет- 
ся следующим образом: 


вт [Кое 15 (2-ю. (7.28) 


Большой практический интерес представляет создание метода 
теоретического расчета коэффициента расхода п различного рода 
гидравлических систем при наличии в них вихревых воронок. Как 
известно, если воронка не проникает в донное отверстие, то ц не 
зависит от интенсивности вращения жидкости. И только после того 
как воздушное ядро проникло в донное отверстие, величина коэф- 
фициента расхода начинает уменьшаться по мере роста крутки потока. 
Так как обычно расчет вихревых воронок заключается в определе- 
нии распределения тангенциальной скорости по радиусу и профиля 
свободной поверхности, то для связи этих характеристик с коэф- 
фициентом расхода необходимо дополнительное условие. Одна из 
идей создания такого условия вытекает из следующих соображений. 
Поскольку и коэффициент расхода, и радиус воздушного ядра вих- 
ревой воронки в плоскости донного отверстия подобным образом 
зависят от интенсивности вращения, то между ними должна сущест- 
всвать определенная связь, иначе = } (хь). Такой простейшей 
связью является предложенная в О вида м/и, =1 — 
— ль, где р, = 0,63 — коэффициент расхода при неразвитой вих- 
ревой воронке. Она получена из предположения, что коэффициент рас- 
хода, вычисленный не по всей площади донного отверстия, а только 
по площади живого сечения выходящей струн, есть величина постоян- 
ная. 

Радиус воздушного ядра вихревой воронки в плоскости донно- 
го отверстия обычно находится по профилю свободной поверхности. 
Используя (7.28) с учетом (7.15), для величины хь получаем следую- 
щее уравнение: 

Хх, 


Ег о * в 
хь = Ко’ + (2) =, (.29) 
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нли, разрешая его относительно х„, находим 


3 Д— 
СУ РЕЕЬ = с 
ге аа — ПК, = Ко + (№). | 
В случае, когда Ко? > = ( в } Аг (что выполняется для 


большинства реальных течений), зависимость (7.30) значительно упро- 
щается: х, = Ко?, значит, коэффициент расхода для идеальной жид- 
кости в этом случае имеет вид 


в —1— Ко?. _ @.3 


+ 





Рассмотрим другой способ нахождения связи между ши хь (по 
сути дела, учитывая то, что х»=Ко?, между р и Ко’). — Воспользу- 
емся для этого принципом минимума. потока кинетической. энергии, 
предложенным М. А. Гольдштиком [33], для расчета радиуса воз- 
душной полости в центробежной форсунке- 

Поток кинетической энергии для вихревой воронки в неогра- 
ниченном пространстве запишется в виде [33] 


рат чнорнии яр [ии + | 


+ фе + 03 тв ; 


Поскольку вне донного отверстия (г == 0, то второй интеграл 
тоже равен нулю. Величина х, находится из условия минимума функ- 
ции Г =Т (5), что приводит к следующему уравнению [33]: 








А2 = 1/2 (1 — ху —х, (1 — х,) Ш, Хх, (7.32) 
[ 
где Л = я я 
Заметим, что выражение для Л можно преобразовать к виду 
д=— = ю УВ _ в 
ллоГо лм У2ЕН Го Ко ° 


Кроме тсго, как и ранее, ль = Ко?. Это позволяет получить новую 
зависимость | от Ко?: : 
и = И0,5[@ — Ко?) + Ко? (1 — Ко?) 1 Ко?]. (7.33) 
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Рис. 7.31. Зависимость коэффициента расхода р от числа Колфа Ко: 
1— ши. -=1—Ко?; 2 — по (7.33); 3 — [161]; 4— 186]. 


Рис. 7.32. Зависимость коэффициента расхода и от параметра Н/го при рал- 
личных Ко: 
1— 0,318; 2 — 0,637; 3 — 0,891. 


Сравнение зависимостей (7.33) и р, =1 —Ко?* показывает 
их значительное отличие (рис. 7.31). На рисунке приведено сравне- 
ние теоретических данных с аппроксимационными зависимостями 
Стивенса и Колфа [161] (в/в, = 1,09 —1,09 Ко), А. Д. Альтшуля н 
М. Ш. Марголина [86] Я = 1,3 —1,19 Ко). Заметим, что при 
анализе данных нужно учитывать тот факт, что в реальном течении 
Хз < Жь ид, значит, и>> р»д. Поэтому экспериментальные точки долж- 
ны располагаться выше кривой и = { (Ко), полученной для идеаль- 
ной жидкости. 

Из рис. 7.31 видно, что использование принципа минимума по- 
тока кинетической энергии лучше согласовывается с эксперименталь- 
ными данными, при этом зависимость (7.33) на участке 0,35 < Ко < 
< 0,9 близка к линейной (р/в, = 1,365 — 1,468 Ко). Отличие тео- 
ретических коэффициентов в аппроксимационной зависимости от 
экспериментальных [86, 161] составляет в среднем около 13 %. На 
рис. 7.31 нанесены значения коэффициента расхода, вычисленные по 
формуле (7.33), и значения х», рассчитанные для вязкой жидкости 
по методу, изложенному в $5. Оказалось, что с ростом числа Колфа 
Ко величина расчетного д стремится к их, Что объясняется общей 
тенденцией стремления течения к аналогичному течению в идеальной 
жидкости с увеличением интенсивности вращения, 

Таким образом, анализ полученных данных показывает, что пред- 
ложенная в [101] связь между коэффициентом расхода ин радиусом 
воздушного ядра в плоскости донного отверстия является грубой. 
Более приемлемые результаты при вычислении величины р дает ис- 
пользование принципа минимума потока кинетической энергии, 
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Однако условия р/и, =1 —хь достаточно, чтобы теоретически 
показать независимость коэффициента расхода м от параметра Н/го 
при определенных значениях Н/т. Для этого в уравнение (7.27) под- 
ставим распределение радиальной скорости в виде И, = 1/", а пара- 


метр = (#) преобразуем следующим образом: 


во 9 ее в) 
< (+) 5 812475 (#) Зла 4 е 


Н Н 
С учетом этого получим уравнение для коэффициента расхода р 





х, 1—3 =Кк + (1 }, 


решение которого имеет вид 


в=2]/ я (и + (ак == (2). (7.34) 


Построенные по формуле (7.34) зависимости р от-Н. при раз- 


личных значениях числа Ко приведены на рис. 7.32. Из них следует, 
что при значениях Н/ >3 коэффициент расхода практически не 
зависит от Н/ю и совпадает с вычисленным по формуле ши» = 
=! —Ко?. В работе [86] экспериментально установлены пределы 
автомодельности коэффициента расхода по параметру. Н/п : 5 < 
< Н < оо, что совпадает с результатом проведенной ` теоретичес- 
кой оценки. 


$ 7. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ТУРБУЛЕНТНОЙ ВЯЗКОСТИ 
И ДРУГИЕ ОСОБЕННОСТИ ТЕЧЕНИЯ ЖИДКОСТИ 
В ВИХРЕВЫХ ВОРОНКАХ 


Как уже отмечалось в $ 1 данной главы, уравнения для нахожде- 
ния вращательной скорости (7.4) и профиля свободной поверхности 
(7.8) были получены из системы уравнений Навье — Стокса, которые 
справедливы при ламинарном режиме течения жидкости. Однако прак- 
тически во всех случаях течение в вихревых воронках происходит в 
турбулентном режиме, что, естественно, вызывает вопрос о примени- 
мости полученных расчетных зависимостей. Часть ответа на этот 
вопрос дана в $ 1. В настоящем параграфе попытаемся установить 
условия применимости гипотезы о постоянстве турбулентной вязко- 
сти к описанию течения в вихревых воронках. 

При обработке экспериментальных данных турбулентную вязкость 
обычно вычисляют по корреляции Ос, и распределению тангенциаль- 


ной скорости Их(г). Возможен и другой способ, ‘когда для нахожде- 


т Е Ы вязкости достаточно знать только распределение 
Ф!/). 
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Рассмотрим уравнение тангенциаль- 
ной скорости из системы уравнений 
Рейнольдса для плоского случая 





и, аи) а (1 4 \ 
та а-я 9, = 
_ 4% ПАГ 


. р“ 
Это выражение представляет собой 


дифференциальное уравнение относитель- Рис. 7.33. Распределение турбу- 


но коррелядии 0’(’, которая, в СВОЮ летной вязкости у, в развитой 
% а {и вихревой воронке, построенное 

очередь, равна 0.07 = —мг (^) . по (7.35): 
ДА — экспериментальные значения 
Для вахождения \*, решим уравнение Щиркуяицни, тамгенциальной — ско- 


"7" рости П. О — ввачения расчетно- 
{7.7а) относительно И ‘0. сделав, Как го ч,. 
и равее, 


следующие замены: П = 
Из 


==, Х= (7/5). При интегрировании примем, что (И, = 9/2/Н 
9 
(2); Ч. =Чи2 ай Н (г т). 
Получим 


ы ПП о Г 
— = 
у, И’ ХХ чай, 


о (+ 
о ЩИ 8 Ь 


Константа интегрирования с, ищется из условия у, (0) = 0, а констан- 
та с, — из равенств» у, для обоих выражений (7.35) в точке х = ]. 


Обратим внимание на то, что при Их 0.0, —0, а при Иф-— 
> 1/ и. 0,> 112, соответственно у, — сопз${. Значит, вблизи оси вра- 


щения пульсации скорости резко уменьшаются (так как в этой облас- 
тн течение стремится к «твердому» вращению), а на значительном уда- 
лении от оси вращения турбулентная вязкость примерно постоянна 
(поскольку течение стремится к потенциальному вращению). 

На рис. 7.33 приведено распределение турбулентной вязкости 
по радиусу неразвитой вихревой воронки, построенное по формулам 
(7.35), и экспериментальному распределению циркуляции тангеи- 
циальной скорости, полученному с помощью лазерного допплеров- 
ского измерителя скорости. 

Сравнение данных о турбулентной вязкости в вихревой ворон- 
ке с данными исследований других закрученных течений показывает, 
что турбулентная структура закрученного течения зависит от его 
вида, т, е. от того, где производится закручивание потока и как ор- 
ганизовано осераднальное течение. Оказалось, что гипотезой о пос- 
тоянстве турбулентной вязкости можно пользоваться в том случае, 








(7.35) 


19 — 4893 281 


или в той области, где осевая скорость по крайней мере имеет оди- 
наковый знак. Более жестким требованием может служить требова- 
ние приблизительного постоянства {/,, например, в пределах ДИ,/ 
1, < 50 %. Вблизи же оси вращения происходит подавление тур- 
булентности-и соответственно гипотеза постоянства не выполняется. 

Таким образом, гипотеза о постоянстве турбулентной вязкости 
наиболее подходит для описания течения в развитых вихревых во- 
ронках, океанических вихрях и центробежных форсунках. Примене- 
ние ее к циклонным камерам (особенно газовым) и неразвитым вихре- 
вым воронкам требует обязательного разбиения течения на харак- 
терные зоны. 

Рассмотрим теперь две особенности течения жидкости в вихре- 
вой воронке, которые вытекают из полученных ранее решений. 

В $1 в результате интегрирования основного уравнения (7.4) 
получили следующее распределение циркуляции. тангенциальной ско- 
рости (7.5) в области х > 1: 


= сл 


@ —авем 
Ве +1 +ь 


справедливое как для неразвитой, так и для развитой вихревой во- 


онки. 

. Известно, что высота жидкости в вихревой воронке по мере уда- 
ления от оси вращения стремится к постоянной величине й (со) = 
= 1. Значит, необходимо, чтобы функция П (<) удовлетворяла ус- 
ловию П(х)=<1 для всех х, из которого следует, что Ке== 


=— зая< — 1. При Ве>> —1 будет наблюдаться неограниченный 


рост циркуляции тангенциальной скорости, который приведет к тому, 
чго высота жидкости на бесконечности будет неограниченной, а это 
не соответствует физической картине явления. : . 
Следовательно, одной из особенностей течения жидкости в вих- 
ревых воронках является то,. что турбулентная структура течения 
реализуется таким образом, что турбулентная вязкость не может 


быль больше, чем м, < зат х . 
Для установления второй особенности течения жидкости в вих- 
` ревой воронке рассмотрим следующую задачу. Пусть происходит 
’`закрученное истечение жидкости через круглое отверстие в дне, 
представляющее собой неограниченную плоскость. Значения высоты 
жидкости, циркуляции тангенциальной скорости и расхода на беско- 

` нечном удалении от донного отверстия равны Н, Го и 0; соответствен- 
но. Необходимо установить, как будет изменяться физическая кар- 
тина течения при неограниченном росте Го. Возможны два решения 
поставленной задачи. 

Первое получается путем следующих рассуждений. Из экспери- 
мента ‘известно, что чем больше число Колфа Ко, тем больше радиус 
воздушного ядра вихревой воронки в плоскости донного отверстия 
(для идеальной жидкости эта зависимость близка к линейной г» = 
= Ко). Значит, по мере роста Гу должен наступить момент, когда 
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Ко > 1. Поскольку в этом случае радиус воздушного ядра больше 
радиуса донного отверстия, то истечение жидкости прекратится. А 
это приведет к тому, что высота жидкости Н начнет увеличиваться 
вследствие радиального притока. При фиксированном Гу этот рост 


будет продолжаться до тех пор, пока значение числа Ко = в. 
7" У2ен 


не уменьшится до величины, меньшей единицы. Истечение жидкости 
восстановится. Значит, в первом случае получаем некоторое] пульсирую- 
щее течение с непрерывным ростом высоты жидкости на бесконечности. 

Во втором случае предположим, что рост высоты жидкости на 
бесконечности начинает происходить с некоторого Копред, причем 
таким образом, что для всех. Го Ко < Корд. Физически это озна- 
чает, что с ростом циркуляции тангенциальной скорости на бесконеч- 
ности будут наблюдаться рост высоты жидкости и постоянство ра- 
диуса воздушной полости вихревой воронки в плоскости донного от- 
а (Соответственно не будет изменяться и коэффициент расхо- 
да). 

Анализ обоих решений и сопоставление с известными экспери- 
ментальными данными показывают, что реальная картина течення бу- 
дет соответствовать второму случаю. 

Таким образом, второй особенностью течения жидкости в вихре 
вой воронке является то, что величина числа Колфа не может быть 
больше некоторой величины Кодьд. Для идеальной жидкости 
Копред == 1, а для вязкой предельное число Колфа должно быть 
несколько большим вследствие того, что при одном и том же Ко 
радиус воздушной полости вихревой воронки для вязкой жидкости 
всегда меньше, чем для идеальной (рис. 7.30, а). 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 


Вопросы, затронутые в этой книге, связаны с поведением сво- 
бодных поверхностей, которые образуются в различного рода 
течениях. Рассматриваемые свободные поверхности, как правило, 
стационарны, как стационарны и течения, в которых они возника- 
ют, Если силами тяжести пренебречь, то эти свободные поверхно- 
сти образуют осесимметричные каверны. Методы их расчета были 
предметом главы второй. В ней изложено несколько различных 
подходов и позже дан анализ этих методов, хотя предпочтение 
было отдано методам, основанным на применениях законов сохра- 
нения энергии. Такой подход приводит к приближенным решени- 
ям, однако они оказываются вполне пригодными для инженерной 
практики. 

Упомянутые методы, конечно, далеки от совершенства и, на- 
пример, метод вихревых особенностей дает гораздо более точные 
результаты. Однако он во много раз более труден, значительно 
менее удобен в практическом использовании, и в то же время, как 
и энергетические методы, не может дать реальной картины тече- 
ния. Когда твердое тело обтекается установившимся потоком жид- 
кости без образования свободных поверхностей, то поле течения 
полностью определяется числом Рейнольдса. Если же при этом 
возникают свободные поверхности, которые образуют каверну, то 
в качестве второго определяющего параметра появляется число 
кавитации. Следовательно, течение и форму каверны однозначно 
должны определять эти два параметра, хотя в общем случае 
необходимо еще привлечь число Фруда. Поэтому те решения, 
которые не учитывают всех трех параметров одновременно, могут 
давать лишь некоторое приближение к реально существующему 
явлению. Упомянутые методы не дают зависимости решения ни 
от числа Рейнольдса, ни от числа Фруда и поэтому их результаты 
в той или иной мере приближенны. Такая ситуация зачастую дает 
основание применять более простые, хотя и менее точные методы 
в модели идеальной жидкости. Тогда более сложные и точные 
выстулают как некоторые эталоны, позволяющие оценивать при- 
ближенные методы или строить их. В этом непреходящее значение 
и ценность так называемых «точных» методов. 

Хотелось бы отметить, что всюду шла речь о развитых кавер- 
нах и совершенно не обращалось внимания на вопросы образова- 
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ния и развития каверн. Тем ие менее эти вопросы очень важны: 
н нужные. Особенно это кзсается кзвери, рассмотренных в третьей 
главе при движении кавернообразующего тела вдоль или против 
вектора ускорения силы тяжести. Здесь исследовались только 
такие каверны, которые в данной форме существуют лишь огра- 
ниченное время, нбо по существу они нестационарны. При движе- 
нии вниз, если отвлечься от влияния горизонтальной свободной 
границы, каверна будет сокращаться, Вопрос об уменьшении 
размеров каверны и об эволюции ее фориы в этом случае тоже 
не рассматривался, но сам по себе он очень важен и требует 
пристального к себе внимания. Не менее важным является также 
вопрос об эволюции формы всплывающей каверны. В главе треть- 
ей она рассмотрена тоже в стационарном режиме, отвлекаясь от 
того, как осуществить это стационарное движение. Изложенная 
здесь теория пригодна лишь для тех движений, которые обеспе. 
чивают образование тонкой каверны. Но очень интересно было бы 
рассмотреть такие нестационарные режимы, когда каверна пере- 
стает быть тонкой, превращается в подобие пузыря, который в 
своем движении вверх может даже обогнать тело, в свое время 
образовавшее каверну. Конечно, те методы, которые здесь изло- 
жены, не дают возможности пока что исследовать все аспекты 
этого очень сложного и не менее важного движения. 


К числу проблем, нуждающихся в более совершенных решени- 
ях, чем были получены в этой книге, следует также отнести н 
задачу определения формы свободных границ, возникающих при 
движении кавернообразующих тел со сложной конфигурацией 
сечения срыва. Методы теории малых возмущений не могут быть 
обоснованно распространены на более-менее значительные их ве- 
личины, что часто встречается в инженерной практике. 


Наконец, совсем мало изучено влияние вязкости жидкости на 
поведение свободных границ, образующих тонкие казерны. Хотя 
и принято считать, что вязкость заметного влияния на форму 
каверны не оказывает, однако тщательному анализу этот вопрос 
не был подвергнут. Тем более, что возможности к этому имеются. 
Здесь можно было бы пойти по пути, которым шли исследователи, 
занимавшиеся движением газовых пузырей в вязких жидкостях. 

Применение теорни тонкого тела к исследованию несущих сн- 
стем позволяет существенно упростить их расчет н получить ряд 
интересных результатов, касающихся их взаимодействия с крниво- 
линейными границами. К сожалению, принятые в изложенной 
теории допущения сужают область применнмости результатов, 
ограничивая ее малыми удлинениями и углами атаки и пологими 
границами. 

Поэтому уточнение этой теории, которое позволило бы приме- 
нять ее в более широком диапазоне удлинений, углов атаки и 
форм границ, представляет большой интерес. 

Конечность удлинения можно учесть, оставляя в уравнениях 
обтекания члены более высокого порядка малости по удлинению, 
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как это сделано в ряде опубликованных работ для случая крыла 
в безграничной жидкости и крыла у плоской поверхности. 

Наиболее существенным моментом, с которым сталкиваемся 
при попытке учесть конечность угла атаки, является определение 
положения свободных вихрей. Теоретическое решение этой задачи 
оказывается достаточно сложным даже в случае безграничной жид- 
кости, поэтому здесь целесообразно ограничиться приближенными 
схемами. ? 

Еще одной причиной, приводящей к появлению свободных по- 
верхностей в жидкости, может быть ее вращательное движение. В 
седьмой главе рассмотрен способ расчета профиля свободной по- 
верхности и поля вращательных скоростей жидкости ‘в развитой и 
неразвитой вихревых воронках, а также другие’ аспекты явления 
воронкообразования, например, поглощение вихревыми воронками 
твердых плавающих тел. Вне рассмотрения осталось осе-радиаль- 
ное течение. . 

Условие постоянства вращения жидкости по высоте приводит 
к тому, что система уравнений Навье-—Стокса может быть: раз- 
делена на три обыкновенных дифференциальных уравнения, ‘одно 
их которых описывает осе-радиальное : течение. Чем точнее будет 
решено это уравнение, тем точнее можно установить распределе- 
ние тангенциальной скорости и профиль свободной поверхности. 

Гидродинамическое взаимодействие твердых плавающих ` тел. с 
вихревыми воронками дает также интересное явление наличия 
радиусов равновесия для твердых. тел. Некоторые. соображения 
по их определению были нами указаны, однако в общем этот воп- 
рос остается открытым. Нричиной тому — не выясненная до конца 
физическая картина явления, которая должна стать предметом 
дальнейших исследований. 
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